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1 Holderraume, Distributionen und Integralsitze

1.1 Holderraume

Sei «v ein Multiindex, wobei
n
a=(aq,....0,) €EZ", a; >0, |a| := Zaj,
j=1

und

ol £
D) = o)

©0xt..0zom
Wir schreiben auch

D f(x) = O .0 f(x)
mit

o

07" f(x) := Wf@»

(2

Sei {2 C R™ eine offene Menge und k € Ny. Wir schreiben
COQ) == {f : Q — K| f ist stetig} ,
C*(Q) := {f : Q — K| f ist k — mal stetig partiell differenzierbar}
C=(Q) = C*Q).
k=0
Die Menge
supp [ = {z € Q[ f(z) # 0}

wird als Tréger von f bezeichnet. Damit definieren wir

CY(Q) := {f € C°(Q) | supp f ist eine kompakte Teilmenge von 2}
und

CE(Q) := C*Q) N CY(Q) fiir k € NU {oo}.
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Beispiel

Die Funktion g : R” — R mit

1
exp(—————) fir |z| <1
g(:p) = 1-— |.I’|2
0 fir |z|>1

gehort zu C§°(R™).

Ferner sei
COQ) == {f : Q — K| f ist auf Q stetig fortsetzbar}
CHQ) = {f: Q= K|D*f c C°Q) fiiralle |o| < k}.
Fiir auf einer Menge S definierte beschrinkte Funktionen g : S — K sei

HgHsup = sup | f(z)].
€S

Der Raum C*(€)) ist, fiir eine beschrinkte Menge 2 C R”, mit der Norm

£ ller@ = D 11D fllsup

o] <k

ein Banachraum.

Holder-Raume

Sei 2 C R" eine offene beschrinkte Menge und s € R’ mit

s = [s] + {s},

wobei [s] € Npund 0 < {s} < 1. Ferner sei

C*(Q) = {f e CH( Q)| f]

L [D°f(x) = D*f ()|
cs@) = [ fllcm@) + Z ISEEPQ lz — y|© < oo}
TFY

|ar|=ls]

Wir schreiben, mit k := [s] und \ := {s}, auch C**() statt C*(Q).

Fiir 0 < s < 1 heif3t
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Holder-Konstante von f auf () und

lip(f, Q) == holi(f, Q)

Lipschitz-Konstante.
Kompakta mit glattem Rand

Definition 1.1 Sei K C R" kompakt. Dann wird K als glatt oder C*-berandet bezeichnet, falls
es zu jedem Randpunkt xoy € 0K eine offene Umgebung U C R" und eine Funktion ) : U — R
mit ¢ € CY(U) gibt, so dass

(i) KNU={z e U|y(x) <0},

(ii) grad ¢)(x) # 0 fiiralle z € U.
Es 148t sich zeigen, dass dann

OKNU ={xzeU|y(z)=0}

gilt. Demnach ist der Rand eines Kompaktums K C R”" eine kompakte (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R".

Ist M C R" eine Untermannigfaltigkeit und xy € M ein Punkt, so schreiben wir 7, M fiir die

Menge aller Tangentialvektoren an M in z.

Lemma 1.2 Sei K C R" ein C'-berandetes Kompaktum. Dann existiert genau ein Vektor
v(zo) € R"™ mit den Eigenschaften

(i) v(xo) steht senkrecht auf T,,(0K),
(ii) |lv(zo)ll = 1,
(iii) Es gibt ein € > 0, so dass

o+ tv(a) ¢ K fiirallet € (0,¢). (1.1)

Ein Vektor v(x() mit diesen Eigenschaften wird als duflerer Normalen-Einheitsvektor von K
im Punkt x bezeichnet.
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1.2 Distributionen

Sei €2 C R" offen,
D(Q) = C5° ()
und (p;);en, C D. Wir schreiben
Pi o
falls
(i) ein Kompaktum K C (2 existiert, so dass

supp(yp;) C K furalle j € Ny,

supp(p) C K

und

(ii) die Folge (D%¢;)jen, fiir j — oo, fiir alle & = (v, ..., ) € Z", «; > 0, gleichmaBig
auf K gegen D*p konvergiert.

Definition 1.3 Eine Distribution ist eine stetige lineare Abbildung
T:DQ) =K, p—T(p),
wobei
a) die Linearitdt
T(Ap + pb) = XT(p) + pT' () fiir A, p €K, ¢, ¢ € Cg°(Q)
b) und die Stetigkeit
T(py) = T(p) fir v; — ¢

bedeutet.

Die Gesamtheit der Distributionen wird mit D'(S)) bezeichnet.

Fiir Distributionen 11,5 schreiben wir 1) =T, wenn

Ti(p) = Ta(p) fiiralle p € C3°(£2) .
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Unter dem Triiger einer Distribution 7' € D'(2) verstehen wir die Menge aller Punkte = € €,
fiir welche die Einschiankung von 7" auf

QN{yeQ|ly—z| <o} firalle § € (0,00)
ungleich der Nulldistribution ist.

Definition 1.4 Als £'(2) wird die Gesamtheit der Distributionen aus D' (2) mit beschrinktem
Trager in §) bezeichnet.

Definition 1.5 Unter S(R") verstehen wir den Raum der Funktionen ¢ € C*°(R"), die der
Bedingung

lolles = sup (|z[* + 1) Y |D*p(z)| < 00, k,1 € Ny, (1.2)

TL
2eR la| <1

geniigen. Mit Hilfe der Norm ||.||; schreiben wir
Yi g ¥

falls
le; — @llky — 0 fiir j — oo.

gilt.

Die Gesamtheit der stetigen lineare Funktionale auf S(R™) wird mit S’(R™) bezeichnet. Der
Raum &'(R™) wird Raum der temperierten Distributionen genannt.

Eine Distribution 7 € D'(2) heit reguliir, wenn ein f € L;,, existiert, so dass

loc

/f x)dz fir o € C5°(92) . (1.3)

Distributionen, die nicht regulir sind, werden singuldr genannt.
Es gilt

&'(R") c S'(R") ¢ D/(R).
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Beispiele
(1) Die durch
020 () = p(x0), w0 €R", 0 € CF°(R"),
definierte -Distribution ist singulir.
(i1) Sei

1
f:(0,1) >R, z+— —.
T

Dann gilt f € L},.((0,1)) und T} nach (1.3) ist eine reguldre Distribution.

loc

Definition 1.6 SeienT;, T € D'(R"), j € Ny. Dann bedeutet die Konvergenz der Folge (1) jen,
gegen T inD', d. h.

T; — T,
D/
dass

Ti(p) = T(p) fiiralle p € D(R").

Beispiel

Sei f € L'(R™) mit

/f(a:) d"r =1

und fiir € > 0 seil

o) = S5,

€
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Abbildung 1.1 Funktionen f, fiir verschiedene ¢

Weiterhin sei durch 7' eine regulire Distribution erklért. Dann gilt
YﬁfE 5/—)50 ﬁire\O,

d. h.

li{‘%/fe(x)¢(x) d"x = do(p) = p(0) fiiralle ¢ € D(R").
R

Definition 1.7 Fiir T' € D'(X?) sind Differentiation und Multiplikation mit einer Funktion
f € C§°(Q) definiert durch

(DT )(p(2)) = (1) T (D ())

und
(fT)(p) = (f(2)T)(e) = T(f(2)p(x)) .

Die Addition zweier Distributionen Ty, Ty € D'(S2) ist durch
Ty + A To)(9) = MTi(e) + MaTa(p), A, A €K,

erkldrt.
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1.3 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ferner gelte

M= v,

1<5<m
T; C RF, j =1,...,m sei offen und
;1T =V, CM,j=1,..,m,

seien Karten. Zu der Uberdeckung (V;);<;<,, existiert eine untergeordete, lokal-integrierbare
Teilung der Eins (a;)1<j<m, wobei

aj : M —=R,j7=1..m.
Unter g; verstehen wir die Gramsche Determinante

g = det(g,,)

beziiglich ¢;, wobei der Maftensor (g,,,) aus Funktionen g,,, : 7' — R, 1 < v, u < k mit

Gou(t) = (3;(;), agt%

besteht.

Beispiel

Um den MaBtensor (g,,,) fiir riumliche Polarkoordinaten zu bestimmen, definieren wir fiir ein
festes a € R die Halbebene

H, = {(rcosa,rsine, z) |r € R}, 2 € R}
und die Punktmengen

T :=R*\H,
und

Vi={(rv,o) eR|r>00<d<m a<p<2r+al.
Mittels

¢o:T =V, (rd,¢)— (x,y,z) = (rsind cos @, rsindsin ¢, r cos )
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erhalten wir fiir die Funktionalmatrix

sindcosp rcosdcosy —rsindsing
Do(r,9,¢) = | sindsing rcosdsing rsindcosy

cos v —rsind 0
Zumal
(9u) = (D) (D9),
folgt, mit
1 0 0
G =10 % 0 ,
0 0 r?sin*?
dass
Vg =rsind.

Definition 1.8 FEine Funktion f : M — R heift integrierbar iiber M, falls f‘v’ jg=1..m,
J
integrierbar ist, was wiederum bedeutet, dass

t= fleit)y/g;(t), j=1,...m,

liber T} integrierbar ist. Mit

/f(x) dw, = i:;/aj(x)f(a:) dw, (1.4)
und

/Oéj(x)f(x) dw, ¢=/Ozj(soj(t))f(soj(t))\/gj(t) d*t (1.5)

M T

ist die Integration von f iiber M erkldrt.
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Im Rahmen der Potentialtheorie tritt die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel auf.
Daher sollen nun einige Begriffe und Ergebnisse zu diesem Thema zusammengefasst werden.

Volumen und Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel

Sein > 2, K, := {x € R"||z| < 1} die n-dimensionale Einheitskugel und S,,_; = 0K, die
(n — 1)-dimensionale Einheitsspére. Fiir das Volumen 7,, von K, gilt nach dem Cavalierischen
Prinzip

1

Tn = Tpn—1 /(]- - t2)nT_1 dt .

-1

Statt

s

3
/ cos" x dx
0

kOnnen wir auch

sin” z dx

o\
(VB

betrachten. Fiir

Cm =2 | sin"xdr, meN,

=
ME]

gilt

m—1 .
co=m, cp =2 und ¢, = Cm—2 flirm > 2.
m

Somit erhalten wir

k
2m —1
CQk:TrH om )

m=1
k
2m
C2k+1=2H om + 1
m=1

und folglich

2
Cp—1Cp — — .
n
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Wegen
Tn = Tp—1 "' Cp

ergibt sich daher die Rekursionsformel

2
Th = — Tnpn—2.
n

Mit Hilfe der Gamma-Funktion ldsst sich auch

™

T/ 9N 0 GN,
rez+1) "

Tp =

schreiben. Die Oberfliche w,, der Einheitskugel ist definiert durch

Wy = VOln,1<Sn,1) .

Es gilt
1 1
mn n—1 wn
Ty = dr = |[( dw,)dr = [ wr™ dr =
n
|z|<1 0 |z|=r 0
und demnach
nmwe o2

wn:nTn: g

14
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1.4 Integralsitze

Unter K C R" vestehen wir ein kompakte Teilmenge mit glattem Rand und unter v : 0K — R"
die duBere Einheits-Normale.

1.4.1 Der GauBsche Integralsatz

Interpretation des GauB3schen Integralsatzes

Der im Gauf3schen Integralsatz dargestellte Zusammenhang lédsst sich fiir ein Kompaktum
K C R3 folgendermaBen veranschaulichen:

Abbildung 1.2 Feldlinie und Oberflache

Das Oberfldchenintegral des Vektorfeldes f

/(fm COS<V7 131> + frz COS(V7 I2) + f:]c3 COS(V7 .7}3)) dwm
A

wird der Fluss des Vektors f durch die Fliche A genannt.
Statt dieses Oberfldchenintegrals des Vektorfeldes f schreiben wir auch

[ @) o= [ i) d

A

Sei f = f.,. Sind f; und f; die Werte des Vektorfeldes auf dA; bzw. dA,, so erhalten wir
ficos(vy, w3) dA; + facos(va, x3) dAy = (f1 — f2) dxydy

da L(v1,x3) = @1 und £L(vo, x3) = T — ¢y ist.
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] P
dA,
g
an~_ |
/ X
v /‘J:
2 /\—
7 dx,
dx, i
Abbildung 1.3 Querschnitt
Zumal
22
Of (w3)
Ji—fa= dx3
or 3
ne
gilt, folgt

j{fcos(u, x3) dw, = / 8](;(;33) .

Insgesamt erhalten wir

/div (@) d%z/(f(x),u(x))dwx.

K oK
Dabei ist die Divergenz div gegeben durch

: ~ Ofey | Ofs, | Ofuy
div f(x) n 81’1 + a,I'Q + al‘g )

Demnach ist die Gesamtergiebigkeit der in K vorhandenen Quellen, gegeben durch

/ div f(z) d*z,

K

gleich dem Uberschuss

[ fla)des.

16
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Herleitung des Gaufischen Integralsatzes

Lemma 1.9 Sei U C R" offen.
(i) Ist f € C3(U), dann gilt

/mdnﬂv:Oﬁirlgign.
8:61'
U

(ii) Sind f € CY(U) und g € C3(U), dann gilt

o 0
[ 4D g@yare = [ 1028 v firr <<

U U

Beweis: Da fg € C3(U) und
fg) _of

. ag
3@»

+f

gilt, folgt die Aussage (ii) aus (i).

17

(1.6)

1.7)

Setzen wir die Funktion f in Aussage (i) durch 0 auf R™ fort, wihlen ¢ = 1 und ein R € R so,

dass
supp f C [-R, R]",
so erhalten wir, fiir ein festes (22, ..., z,) € R 1,

0 o
/8_-1]'[1(1'17 ,:lin) dr, = f(xlax% ""x”)‘m:i‘? =0
R

und demnach

of

a—xl(a:l, ey ) dy..dxy, = 0.

R’!L
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Lemma 1.10 Sei U’ C R" ! offen und I C R ein offenes Intervall. Ferner sei
g:U — 1

eine Funktion mit g € C*(U'),
A={(2",x,) €U x Iz, < g2},

und
B:={(a,z,) €U xI|x,=g(x)}.

Ist f : U' x I — R eine Funktion aus C} (U’ x I), dann gilt

[E D s~ [ g de. s

A

wobei

vi(z) = —(1+ |grad g(«')|*) 2

Vo = (1 + |grad g(z')]?) "7,

mit x = (21, ..., x,) und ¥’ = (1, ..., Tp_1)-

Satz 1.11 Sei U C R" offen und
f:U—=R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Weiterhin sei K C U eine kompakte Teilmenge mit einem
Rand OK der Klasse C' und v : 0K — R" das duf3ere Einheits-Normalenfeld. Dann gilt

/ div f(z)d"z = / (F(x), () dew (1.9)

K 0K

Beweis: Da K kompakt ist, existiert zu jeder offenen Uberdeckung von K,
U UZ )
i€N

mit offenen Mengen U; C R", eine endliche Teiliiberdeckung.
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Entweder ist
U C K\OK
oder wir konnen
U; = U’ x (a,b), miteiner offenen Menge U’ C R™" !,
schreiben, wobei
g:U — (a,b)
mit
UNK={(,x,) e U x (a,b) |z, < g(2') bzw. x,, > g(2')}.

Wie sich leicht zeigen lisst, existiert eine Zahl A > 0, so dass jede Teilmenge V' C R™ mit
V C K # () vollstindig in einem U; enthalten ist.

Sei
A
€:=—=+/n
2
und (ape)pezn eine Teilung der Eins.

Ferner sei P die endliche Menge aller Multiindizes p € Z", so dass

supp (1pe) VK # 0.

Dann gilt
/div flz)d"x = Z/div (Mpef(z)) d"x (1.10)
K PEP [

und

/(f(:v), v(x)) dw, =Y /(npgf(x), v(z)) dw, . (1.11)
9K PEP g
Demnach muss noch

/div (pef(2)) d"x = /(npef(x),l/(x))dwx (1.12)

K oK

bewiesen werden.

Ist U; C K\OK, so folgt die Aussage aus Lemma 1.9, sonst aus Lemma 1.10.
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1.4.2 Der Stokessche Integralsatz im R3

Satz 1.12 Sei U C R? offen und
f:U—=R?

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Weiterhin sei M C U eine zweidimensionale Unterman-
nigfaltigkeit, die durch ein Einheits-Normalenfeld v : M — R3 orientiert sei. Es sei K C M
ein Kompaktum mit einem Rand OK der Klasse C' und

7: 0K — R?

ein Einheits-Tangentialfeld, wobei 7(p) fiir alle p € K eine positiv orientierte Basis des Tan-
gentialraums T,(0K) bildet. Dann gilt

[ts.rvds = [vot f)do. (1.13)

oK K

1.4.3 Die Greenschen Formeln

Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet, fiir welches der Gaul3sche Integralsatz gilt. Ferner seien

u,v € C*(Q2). Wie sich mittels
f=vDu, w:= Du=gradu
und
div (vw) = vdiv w + (w, grad v)
herleiten ldsst, gelten dann
(1) die erste Greensche Formel

/vAudx—i—/(Du, Dv)dx = /v% dw, (1.14)

Q Q oN

und

(i) die zweite Greensche Formel

ou ov
/(UAU —ulv)dr = /(va — u%) dw, . (1.15)

Q o0
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1.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Sei

¢ : [0,27] x [0, g] — R3
mit
(u,v) — ¢(u,v) = (cosu - cosv,sinu - cos v, sinw) .

Ferner sei F die durch ¢ gegebene orientierte Flidche, wobei die Orientierung so gewihlt ist,
dass der Normalenvektor v# im Punkt (0, 0, 1) die Richtung der positiven z-Achse hat. Weiter-
hin sei

w: R = R mit (,y,2) — w(z,y,2) = (y,xz,x2 + y2) .

Zeigen Sie, dass das Oberflichenintegral

/(rot w, vr) dw

F

existiert und berechnen Sie dessen Wert.

Aufgabe 2
Gegeben seien das Kugelsegment

G:={(z,y,2) ER?|2® +9° + 2 < 4,2 > 1}
und das Vektorfeld
w: R — R3, (x,y,2) = V(z,y,2) = (x,xc +y,x +y+ 2).

Sei v das dullere Einheitsnormalenfeld auf OG. Berechnen Sie das Oberflichenintegral

/6G<v, V) do.
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2 Das Dirichlet- und das Neumann-Problem fiir den Laplace-
Operator

2.1 Gewohnliche Differentialoperatoren

Satz 2.1 Der Legendresche Differentialoperator

Sei

A C¥((-1D) = C=(((=1,1)), a(t) = Az(t) = —((1 - *)2'(2))". 2.1
Der Operator Aistin L*((—1, 1)) wesentlich selbstadjungiert. Weiterhin gilt

o(4) = 0,(4) 2.2)
und die Eigenwerte von A sind

A=n(n+1), n €Ny, (2.3)
wobei jeder Eigenwert einfach ist. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind

P,(t) = cn%(l —t)" neNg. (2.4)
Wiihlen wir

[2n+1 1 Ja» .
P(t) = 5 2%!%(1—752) , n € Ny, (2.5)

so bilden die Funktionen { P, } e, ein vollstindiges Orthonormalsystem in L*((—1,1)).

Sei m € Ny, P(t) ein Polynom in t und
2

(Ap)(t) = —((1 — )2 (1)) + 1”j () (2.6)
mit

D(Ay) = {z(t) |z(t) = (L - )2 P(t)}. 2.7)
Der Operator A, ist in L*((—1, 1)) wesentlich selbstadjungiert. Weiterhin gilt

0(Am) = 0p(Am) (2.8)
und die Eigenwerte von A,, sind

AM=nn+1),n=mm+1,.., 2.9)
wobei jeder Eigenwert einfach ist. Die zugehorigen orthonormierten Eigenfunktionen sind

PM(t) = %(1—#)?1#)@), n=mm+1,.., (2.10)

wobei Pém) (t) die m-te Ableitung des normierten Legendre-Polynoms (2.5) ist.
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Setzen wir ;' = (—1)"2"n!, so erhalten wir, fiirn = 0, ..., 7, folgende graphische Darstellung
der Legendre-Polynome P, (t):

1.5

Abbildung 2.1 Legendre-Polynome P, (t)

Verzichten wir auf den Normierungsfaktor in (2.10), so erhalten wir

n+m

Prit) = (1— )52

dtn+m(1—t2)", n€Ny,m=0,1,...,n. (2.11)

Diese Funktionen werden als zugeordnete Legendre-Funktionen bezeichnet.

Definition 2.2 Eine Funktion S : w, — C heifst Kugelflichenfunktion vom Grad k € N, falls
ein homogenes Polynom Py(x) vom Grad k existiert, so dass

1
SW) = ﬁpk(ﬁ)a (2.12)

mitr = |x|, x = (r,v), gilt.
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Satz 2.3 Sei0 <r <oo, 0<9 <0<y <27 Dann sind

1 l—m)(20+1) _,,
S(l)(ﬁ,go):ﬁ\/( (l+)77(L)!27T )Pl (cos¥) cos(mep), m=0,1,....1,

W (0, ¢) = zzlzv\/<l ?z?ﬁvlz; 1)le(cosﬁ) sin(mg), m=1,...1,

Kugelflichenfunktionen vom Grad l, | € Ny, auf ws. Ferner ist

{fsé’ S0 s 8w SW e Ny}

24

(2.13)

(2.14)

(2.15)

ein vollstindiges orthonormiertes System von Kugelflichenfunktionen und ein vollstindiges or-

thonormiertes System von Eigenfunktionen des Beltrami-Operators Bs fiir n = 3.

Der Beltrami-Operator ist, fiir n = 3, erkléart durch

1 0 0 1 92

By = — -
2= oo M) T avas

D(Bg) = Coo(w3) .
Es gilt

B3(SY) =1(1+1)SY und Bs(SY) =11 +1)5V .

m

Folgende Funktionen Y werden ebenfalls als Kugelfichenfunktionen bezeichnet:

20+1(1l—m)! ~ im
Yim (9, ) ::\/ yp (l—i—m)!Pl (cosP)e™ 'm=0,..,1,

Wir setzen

}/l,—m<197 Qp) = (_1>mY2Tm(197 @) :

(2.16)

2.17)
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Satz 2.4 Der Besselsche Differentialoperator

Seiv € R, und
A, C®(RY) —» C*(RY), z(t) = Ayx(t) = —2"(t) — %x’(t) + I;—zm(t) (2.18)
Dann besitzt die Besselsche Differentialgleichung
Ayx(t) —x(t) =0 (2.19)
(i) die Besselsche Funktion erster Art J,(1),
J,(t) == i(—l)j (5)™ (2.20)
v JIT(w+j54+1)°

Jj=0

in RY als Losung. Die Reihen und die k-ten Ableitungen der Reihen konvergieren in
[t1, 1], 0 <t < ty < 00, absolut und gleichmdifig.

(ii) die allgemeine Losung

€

() = er ] (£) + cad, (8) / T2 (7) dr 2.21)
t

in (0, €) mit einem € > 0, das hinreichend klein gewdihlt wird, und ¢y, c; € C.

Definition 2.5 Fiir v € R \Ny schreiben wir

J_(t) = Z(;(_l)jj! r((ji);;_ l (2.22)

Damit ist die Neumannsche Funktion (oder Besselsche Funktion zweiter Art) N, (t) fiir nicht-
ganzzahlige v durch

J,(t) cos(vm) — J_,(t)

N,(t) == - 2.23
(®) sin(v) 2:23)
erklirt. Hiermit wird die Neumannsche Funktion N,, n € Ny, mittels
N,(t) :==lim N,(t), v € Ry \Np, 2.24)
v—n

definiert. Weiterhin werden die Hankelsche Funktionen erster und zweiter Art (oder Besselsche
Funktionen dritter Art) HS" (t) sowie H? (t) durch

HO(t) == J,(t) +iN,(t) (2.25)
und

HP(t) := J,(t) — iN,(t) (2.26)
erkliirt.

Ist v € R, \Ny, dann sind .J,,(¢) und J_,(¢) linear unabhingig.
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Die Besselsche Funktion erster Art der Ordnung 0 lautet

1t
To(t) =Y (=1 —=(5)¥ (2.27)
= (71)%"2
und die Besselsche Funktion erster Art der Ordnung 1
) = 3y 2.28)
2~ JG+D27 7

wobei ¢t > 0 sei. Mit dem Rekursionssatz
thypr —2vJ, +tJ,_1 =0,t>0,v e R}
lassen sich nun leicht die Funktionen n-ter Ordnung mit n = 2, 3, ... bestimmen.
Fiir n = 0, ..., 3, erhalten wir folgende graphische Darstellung der Bessel-Polynome J,,(t):
J, (1)

n

1.5

0.54

0 0.5 1 15 2 25 3 35

-0.54

Abbildung 2.2 Bessel-Polynome .J,, (t)

Sind 71,7, € R7 zwei Nullstellen von J;, k € Ny, so gilt

; 0 fiir m 7é T2
/xJk(nla:)Jk(ngx) dx = { (2.29)

0 %Jz?H(m) = J;Q(m) fir n =mn,.
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Bessel-Funktionen lassen sich auch mit Hilfe parameterabhiingiger Integrale definieren. Hierzu

setzen wir

™

fp : R — (C7 T +— fp(x) = /Sin2pt . e—i(ECOStdt7

wobei p € R,.

Die Reihe

oo m
e—z;vcost — E :(_l)m cos™ t
m!

0

0

konvergiert gleichméfig hinsichtlich ¢. Demnach gilt

fole) = S (-

m=0

/sinth -costdt.
0

Da f, fiir ungerade m verschwindet, setzen wir m = 2k mit & € Ny. Es gilt

s

1 1
/sinth cos®Ftdt =2 / sin?t - cos®*tdt = B(p+ =,k + =),

0

wie sich nach Definition der Eulerschen Betafunktion

1

B(p,q) :Z/tpl(l—t)qldt, p,q € RY,

0

0

2 2

mittels der Substitution ¢ := sin” o zeigen lisst. Mit Hilfe der Gamma-Funktion

erhalten wir aulerdem

L'(p)T'(q)

B(p,q) = Tptq)

da

o

1 g2 2
/r2p+2q le=r dr:/rz(p+q)e rldr =

0

o

0

o0

'Ry =R, v~ I'(x) ::/tx_le_tdt

0

1
2

[e o]

1
/t”*qe—tt—l dt = §F(p +q)
0

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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und

SE

Bp,¢)l'(p+q) =4 / / sin?? 1y - cos® - p2p2a—1,—r? do dr
0

= / %P~ 1y2q 1 v dy dy

R+ XR+

=T(p)I'(q).
Die Bessel-Funktionen .J, werden nun durch
(3P
VaT(p+1)
erklart. Diese lassen sich daher auch als Reihen mit

3e) = (2) T-DFaa,

k=0

Jp :RL =R, 2= J(x) = —2—f,(z)

schreiben, wobel

1 1 TDk+d)

T A T k1)
Zumal
ok 1 3 1 k
ER2%(k —)k—=) .- = =FKI2"2k - 1)(2k—=3) - ... - 1 =
2 2 2
und
1
F(ﬁ) =T,
folgt
1
C =

28EM(p+k+1)°

(2k)!

28

(2.36)

(2.37)
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2.2 Die Mittelwerteigenschaft und das Maximum- und Minimumprinzip
fiir harmonische Funktionen

Satz 2.6 Mittelwerteigenschaft
Sei f € C*(Q) harmonisch, d. h.
Af=0inQ.

Dann gilt, fiir jede Kugel B = Br(y) CC €,

1
F) = /fdw (2.38)
" 0B
und
fly) = w%n /fdfv- (2.39)
B

Satz 2.7 Maximum- und Minimumprinzip

Sei f € C*(Q) und AN f > 0 bzw. Af < 0in ). Gibt es einen Punkt y € §2 mit

f(y) = sup f(x)

z€Q

bzw.

fly) = inf f(z),

e

dann ist u konstant.

Satz 2.8 Sei Q) C R" beschrinkt und f € C*(Q) N C°Q) mit Af > 0 bzw. Af < 0in Q.
Dann gilt

sggf (z) = sup f(z)

bzw.

inf f(z) = inf f(x).

€ €N

Ist f in Q) harmonisch, dann gilt

inf () < £(3) < sup f(), ye Q.
z€ €00
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Satz 2.9 Seien f,g € C2(Q) N C°(Q) mit
Af=Ag in{)

und
f=g auf 99).

Dann gilt
f=9g inQ.

2.3 Die Poisson-Gleichung und das Newton-Potential

Satz 2.10 Sein > 2, x € R", v # y und

1 1
— 5 — fiir n>3
Gz —y) = (n— )“’73 [z =yl (2.40)
—lIn|zx—y| fir n=2
2m
Dabei bezeichnet w,, den Oberflicheninhalt der Einheitskugel im R™ und es gilt
o2
Wn = =73 (2.41)
I'(3)
Der Funktion G(.,y) € L},.(R") ordnen wir mittels
Telo] = /G(:my)go(:v) dx wobei ¢ € D(R"), (2.42)

R

eine Distribution Tg € D'(R™) zu. Der Einfachheit halber nennen wir diese ebenfalls G. Fiir
diese gilt

AG =6, (2.43)
d. h. G ist Fundamentallosung des Laplace-Operators /\.

Auflerdem gilt die Greensche Darstellungsformel

ou
uwy) = [ (u—(x—y)—Glx—y)—)dw, + | Gz —y)Audx, (2.44)
a{ ov ov Q/

wobei y € Q, u € C?(Q) und Q C R™ ein beschrinktes Gebiet sei, fiir welches der Gauf3sche
Integralsatz gilt.
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Beweis: Ist x # y, so gilt

Li — Yi

[z — y[?0i; — nlxi — i) (x5 — yy)
wp0;0,G(x —y) = P—

und daher
AG(x—y)=0.
Seie >0, B. = B.(y) = {x € R"||x — y| < €}, sodass B, C 2. Nach (1.15) gilt

ou  0G ou  0G
/ GAudx—/(G%—ua ) dw,, + /(Ga—ug)dwx.

Q\ B, a0 9B,

Mittels

/G—dwx—G /—dwﬁgwn”1G()sup|Du\—>0f1’ire—>O,
B

OBe 0Be

oG r—y xr—

- — G _ -1 _ _G/

o lon, = (VG V)|, = (wn z—y" |z y| Mo, = —G'()

und
1

/ ug—f dw, = —G'(e) / udw, = o / udw, — —u(y) fire — 0
9B. 9B, " B

folgt somit die Greensche Darstellungsformel (2.44).

Istu € CZ(£2), so gilt demnach
u(y) = /G(:L' —y)Au(z)dz .

Mit Hilfe des Integraloperators G, lésst sich
AGu=GAu=u

schreiben.

31

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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Ist u € C*(Q) harmonisch, so gilt

uly) = [ =)~ Gl — )30 dr 2.50)

wobei y € (.

Sei ) C R™ ein Gebiet und f € L*(€2). Als Newton-Potential mit Dichte f bezeichnen wir

w@%z/G@—yM@My- (2.51)

Q

Lemma 2.11 Sei f € LY(Q) beschrinkt. Dann gilt fiir das Newton-Potential w von f:
(i) we C'(R"),

(ii) Jw(x) = /&«G(x —y) fy)dy, i=1,...n, z € Q.
0

Lemma 2.12 Sei f € L'(Q) beschriinkt und sei f‘K € CYK), mit 0 < o < 1, fiir alle
K cc Q. Dann gilt fiir das Newton-Potential w von f:

(i) we C?(Q),
(ii) Aw = fin),

(i) 0yu() = [ 00,6l = (1)~ 1)y = 1) [ 06 = rity) dey
Qo Qo

i,7=1,...,n, x € (L

Dabei bezeichnet )y D 2 ein Gebiet ist, fiir welches der Gauf3sche Integralsatz gilt und v die
duflere Einheitsnormale auf 0€)y. Die Funktion f ist durch Null auf R™\S fortgesetzt.

Satz 2.13 Sein > 2.
(i) IstU € E'(R") und ist T € S'(R™) eine Losung von
AT =U.
Dann léisst sich T als
T—UxG+P, (2.52)

mit G gemdifs (2.40) und einem harmonischen Polynom P darstellen.

'd.h. K ist kompakt und K C €



TH Niirnberg 33

(ii) Ist U = u € L*(R"™) eine Funktion mit kompaktem Tréiger; so ist T eine reguldire Distri-
bution mit

T(x) = /G(x —y)u(y) dy + P(x). (2.53)

R n

2.4 Das Dirichlet- und das Neumann-Problem fiir den Laplace-Operator

Im Folgenden sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit endlich vielen Zusammenhangskompo-
nenten und (2 := R™\ Q.

Definition 2.14 Das innere Dirichlet-Problem B
Sei g € C°(00). Gesucht ist eine Funktion f € C*(Q) N C°(Q) mit

Af=0 inQ
und
f‘m:g auf 02 .

Definition 2.15 Das duflere Dirichlet-Problem B
Sei g € C(ON). Gesucht ist eine Funktion f € C*(£2) N C°(Q) mit

Af=0 in
und
f‘m:g auf 0€) ,
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Definition 2.16 Das innere Neumann-Problem
Sei g € C°(00). Ist y € 99, so bezeichnen wir mit v, die duf3ere Normale im Punkt y. Gesucht
ist eine Funktion f € C*(Q) N C°(Q), so dass

L Of() _ 0fW)

Qse—y Oy vy '

existiert. Dabei strebt x lings der Normalenrichtung v, gegen y. Ferner gelte

Af=0 inQ
und
of
£|m =g auf 0N).

Abbildung 2.3 Normale v,

Definition 2.17 Das duflere Neumann-Problem
Sei g € C°(00). Ist y € 0N, so bezeichnen wir mit v, die dufiere Normale im Punkt y. Gesucht

~

ist eine Funktion f € C*(Q) N C°(Q), so dass
i @) _9f(y)

. )
QSz—y aVy aVy

existiert. Dabei strebt x lings der Normalenrichtung —v, gegen y. Ferner gelte

Af=0 in
und
of
£|m =g auf 09},
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Satz 2.18 Sei Q) C R" ein zusammenhiingendes beschrinktes Gebiet mit C?-Rand, und R™\Q)
sei ebenfalls zusammenhdngend.

(i) Dann besitzen das innere Dirichletsche, das dufiere Dirichletsche und das duflere Neu-
mannsche Problem hochstens eine Losung.

(ii) Eine notwendige Voraussetzung fiir die Losbarkeit des inneren Neumannschen Problem
ist

/g(y) dw=0. (2.54)

o

(iii) Ist f(x) eine Losung des inneren Neumannschen Problems, so ist f(x) + ¢, mit ¢ € R,
die allgemeine Losung dieses Problems.

Definition 2.19 Sei Q) C R" ein zusammenhiingendes beschrinktes Gebiet mit C*-Rand und
n > 3. Ferner sei i : R" — R mit j|pq € C°(R") und G gegeben durch (2.40). Dann wird

(i) als Potential der einfachen Schicht die Funktion u mit

u(z) = /G(x —y)p(y) dw,, xeR", (2.55)
G)

(ii) und als Potential der doppelten Schicht die Funktion v mit

v(x) = /(iG(x —y)) ply) dw,, = €R", (2.56)

bezeichnet.
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Beispiel

Abbildung 2.4 Dipolschicht

Wir setzen 4mey = 1.

Es gilt

_ [y [0
¢(x)_s/lx—y|dy S/Iw—y’!dy'

Mit
D(z) = d(lg)rgoo(x)d(x) :
f = _Vda
a(y') = a(y) +o(lS])
und der Taylor-Reihe
1 1 1

erhalten wir, fiir d(z) — 0,

ofa) = [ Doy, =)

36
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Sprungrelationen

Lemma 2.20 Sprungrelationen fiir das Doppelschichtpotential

Seiy € 0N und Q= R™\Q. Dann gilt fiir das, in (2.56) definierte Potential v der doppelten
Schicht

lim v(r) = %u(y) +o(y) = u(y) + lim v(zx). (2.57)

QSz—y Qoz—y
Beweis: Vorerst beschrinken wir uns, fiir die Belegung des Doppelschichtpotentials, auf den
Fall p(y) = 1 fir y € 0. Ist z € €, so existiert ein ¢y > 0, so dass

B(z) ={yeR"||ly—z| <e} CQ
fiir e < €. Mit Hilfe der zweiten Greenschen Formel (1.15) zeigt sich, dass

vw = [ %%—%y o/ Zm—w rEa

OBc(z) Iy |=e

1
= e / dw, = 1.

ly—z|=e

Fiir z € 02 betrachten wir

09 == 0O\(0QN B.), B.:= B.(x),

S, :=0B.NA.
Nach der zweiten Greenschen Formel folgt
@ =tm [ G —y)d
v\Tr) = 111m - r — W,
AN I Y7y
99
li AG(x —y)dy — i 0 G( ) d
= 11m r — — 11m - r — W
N0 =0/ oy, v
O\(QNB) Se

und demnach

1 1 1

= i dw, = = .

)= gt f =
Se

Fiir 7 € Q folgt, ebenfalls nach der zweiten Greenschen Formel,

/87/y —y)dwy:/AG(x—y)dy:().
0
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Fiir u € C°(99) betrachten wir
v(r) = u(z) + w(z),
o € 02 und

u(z) = /,u(xo)ainy(x —y)dw,,

o0N

0
w@) = [ (0ly) = ntan)) -Gl — ) .
Yy
99
Ferner lésst sich zeigen, dass w im Punkt z stetig ist.

Lemma 2.21 Sprungrelationen fiir das Einfachschichtpotential

(i) Fiir das in (2.55) definierte Potential u der einfachen Schicht existieren fiir jeden Punkt
y € 0S) die Grenzwerte

(8u<y>) oy Qul@) (2.58)

vy Z.'_ Q3e—y Oy,
und
(8“—@)) = lim a“(x), (2.59)
aVy a Qoz—y aVy

wobei x entlang ‘v, gegen y konvergiert.
(ii) Sei
0
K(r,y) = 5—~G(r —y)
der Kern des Doppelschichtpotentials und

mw:/Kmmmwwy
o0

Dann gilt

(agg)l =wly) - #(23/) - (8;%))& — n(y). (2.60)
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Beispiel
Wir setzen g = 1.
Nach dem Coulombschen Gesetz und dem GaufB3schen Integralsatz gilt

/(E,y)dw:q.

o

Da (E,v) auf beiden Seiten einer Einfachschicht sich lokal nur durch das Vorzeichen unter-
scheidet, gilt

(B2 — E1),v) =0,
wobei die Bezeichnungsweise von E; und Fj so ist, dass (Fs, v) > 0 gilt.
Folglich gilt

O,U) =0+ (0,U),.

Satz 2.22 Sei ) C R™ n Z_ 3, ein zusammenhiingendes beschriinktes Gebiet mit einem C?-
Rand. Das Gebiet ) := R™\(Q sei ebenfalls zusammenhdngend. Ferner sei

K(e,y) = a%a(x )

und

(Ap)(z) = / K(z,y)u(y) dw, .
o0

(i) Dann besitzen das innere und das duflere Dirichlet-Problem genau eine Losung. Die
Losung des inneren Dirichlet-Problems ldisst sich als Doppelschichtpotential v darstel-

len, wobei
. 1
oim v(z) = (51 + A)p)) = 9(y)- (2.61)

(ii) Dann besitzt das dufsere Neumann-Problem genau eine Losung. Diese kann als Einfach-
schichtpotential u dargestellt werden, wobei

(B2 — G+ 4w = a0, 06
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(iii) Dann besitzt das innere Neumann-Problem eine bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmte Losung, falls die Bedingung (2.54) erfiillt ist.

Der Fundamentalsatz der Vektoranalysis

Nach dem Fundamentalsatz der Vektoranalysis lassen sich Vektorfelder
g € CY(Q,R3) N C%Q, R3) folgendermaBen darstellen:

g=—gradU +rot A, (2.63)

wobei U gegeben ist durch das skalare Potential

lz—y|

_ L L v _ [9)W)
Ule) = (Q/ ,x_y,d y9(y) dy 84—61 ) (2.64)

und A durch das solenoidale (=divergenzfreie) Vektorpotential

s [0
Az) = 4W(Q/|x_y| tyg(y) dy 84 SO ). (2.65)
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2.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Sei z € R" mit x # 0 und r = ||z||. Zeigen Sie, dass

A L =0, fallsn >3,

Tn—2 o

und

Alnr=0, fallsn=2.

Aufgabe 2
Sei p : R — R mit p € CZ(R™). Das Newton-Potential mit Dichte p ist gegeben durch

u(z) = /G(:v —y)ply)dy, v eR"

Rn
Zeigen Sie, dass u € C*(R™) und

Au=p.

Aufgabe 3
Durch

1 d"

_ (2 n _
_Q”n!da:"(x ", xze[-1,1, n €Ny,

P,(x)

lassen sich die Legendre-Polynome erkldren. Beweisen Sie folgende Rekursionsformeln:
a) (2n+1)Py(z) = Py, (z) — By (2)
b) (n+1)P,(2) = Py (2) — 2B ()

¢) (n+1)P,1(z) — (2n+ 1)zP,(x) + nP,_1(x) =0,n € N.
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Aufgabe 4
Sei p eine nichtnegative reelle Zahl und f, : R — C mit

™

fplz) == /sin2pt cetmeost g

0

Zeigen Sie, dass f, eine Losung der Differentialgleichung

2p+1
x

£+ P2 g1 w) 4 fyl) = 0, wobei x #0,

ist.

Aufgabe 5
Geben Sie J 5 mittels transzendenter Funktionen an.

Aufgabe 6
Der Satz von Liouville fiir harmonische Funktionen

Die Funktion u : R™ — R sei eine beschrinkte, harmonische Funktion. Zeigen Sie:
a) Die Funktionen d;u, i = 1, ..., n, sind ebenfalls harmonische Funktionen auf R".

b) Nach Aufgabenteil a) gilt, aufgrund des Mittelwertsatzes fiir harmonische Funktionen,

n

R w,

Oiu(zr) =

/ Oiu(y) dy firallex € R"und R > 0.
Bpg(z)

Folgern Sie, mit Hilfe des Gaul3schen Integralsatzes, dass

Oiu(z) =0 firallex € R".

c) SchlieBen Sie aus Aufgabenteil b), dass u konstant ist.

Aufgabe 7
Seiauf D = {f € C*([0,1])| £(0) = f(1) = 0} ein Differentialoperator L folgendermaBen
erklart

L:D— C%0,1]) Lf:= f" fiir f € D.

Zeigen Sie: L ist bijektiv (d. h. die Gleichung Lf = g ist fiir jedes g € C°([0,1]) eindeutig
I6sbar), und mit der Greenschen Funktion

(x—1)y : 0<y<x

xy—1) « z<y<1

G(z,y) = {
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gilt
1
(L 9)@) = [ Gy
0

Aufgabe 8
Bestimmen Sie eine regulidre Losung G € D’'(R) von

(D? —1)G = —6.
Aufgabe 9

Sei K : R®\{0} > z — |2|™", sowie fiir h > 0 eine Funktion K}, : R® 5 z — ([2]* + h)~z
gegeben. Ferner sei B, := {z € R3| |z| < r} mitr > 0, sowie f € C'(B;) und fiir h > 0

RS 3 — Fy(z) = /Kh(x — ) ) dy.

a) Warum ist Fy wohldefiniert? Berechnen Sie die partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung von K, und zeigen Sie, dass fiir h > 0,1 < [,m < 3und z € R3

\&Kh(z)] S ’Z|72 und ’amalKh<Z)| S 4’2"73.
Zeigen Sie, dass

AKy(z) =0 fiir z € R*\{0}

3
/ ZalKo(x —y)ydw, = 4T mitx € By .

oB, =1

b) Seia € N3 : |a| <2,1 <1< 3, sowie z € R3. Zeigen Sie, dass das Integral

/ AEolx — y) F(y) dy

existiert, und fiir A > 0

Fy € C*(R®) und D°Fy(x) = / DEE(r — y)f(y) dy

gilt.
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¢) Sei G C R? offen und beschriinkt, sowie o € N3 : |a| < 1. Zeigen Sie, dass fir z € G
und h — 0

/DaKhx— ()dy—>/DaKox— 9)f(y) dy

sowie fir 1 <Il,m <3,z € Biund h — 0
[aoutista =1ty — [ 005t~ ) 00) dy
By B

gleichméBig konvergieren.
Seir € (0,1)und 1 <[, m < 3. Zeigen Sie, dass fiir z € B,.(0) und h — 0

/ O K (x — y)Ym dwy, — / 01 Ko(x — y)ym dw,
831 aBl
gleichméBig konvergiert.

d) Folgern Sie aus den vorangegangenen Ergebnissen, dass Fj| 5 € C?(B,) sowie, fiir
r€ Biund1 <[,m <3,
010 Fo(x /azé‘ Ko(x —y)(f(y) — f(x))dy — f(x) / O Ko(z — y)ym dw,
dB,

AFy(x) = —4Anf(z) .

e) Seid: (z,y) € By x By — d(z,y) :== 1 —2(x,y) + |z|*|y|?. Fir 2z € B;\{0},y € By
gilt

NG

e —y #0 und [z| " Ko(z|z]* —y) = d(z,y)"

sowie fiirx € B,y € By

N

d(x,y) > (1 —|z])*> und A,(d(x,y)"2) =0.
f) Seien

Hy :R*\{0} > 2+ |2| " Fy(z|z|™®) und Hy: By > 7 — /d(x,y)_%f(y) dy .

B1
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Zeigen Sie, dass:
() H, € C°(R*\{0}) und fiir x € 9B;: H(x) = Fy(x)
(i) H, wohldefiniert, H, € C*(B;) und AHy|p, = 0.
(iii) Hi|py\{oy = Ha|B\{0}-
g) Sei die Greensche Funktion G : {(z,y) € B; x Bi| x # y} — R zum Laplace-Operator
und Kugel B; folgendermallen definiert

N

G, y) = ———(Ko(z — y) — d(z,y)"}).

47
Sei f € CY(B,). Zeigen Sie, dass
9: B30 [ Gla)fw)dy
B

wohldefiniert ist und

g € CO(-B_1)7 g|B1 S C2<B1)7 A(.g|B1) = f7 9|831 =0.



TH Niirnberg 46
3 Elektro- und Magnetostatik

3.1 Die Maxwell-Gleichungen

Die Maxwellschen Feldgleichungen fiir makroskopische Medien bestehen aus den Gesetzen
von

Coulomb

divD = p, 3.1

Ampere-Maxwell

oD
tH=—+ 2
1o BT +7, (3.2)
e Faraday
0B
tbh=——— 3.3
1o 5 (3.3)

und dem Gesetz von der Divergenzfreiheit des B-Feldes

div B=0. (3.4)

Sei Q C R? ein Gebiet mit einer endlichen Anzahl von Zusammenhangskomponenten und
einem Rand 0 der Klasse C!. Ferner sei S C 02 eine eine zweidimensionale kompakte, C"*-
berandete Untermannigfaltigkeit. Dann lassen sich die Maxwell-Gleichungen auch in integraler
Form angeben:

e Coulomb

/(D> v)dw = Q, (3.5)

o0

e Ampere-Maxwell

/(H,T)ds:%/(z),y)dwu, (3.6)
oS S

e Faraday
/(E,T) ds — —%/(B,u) | (3.7)
oS S
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e Gesetz von der Divergenzfreiheit des B-Feldes

/(B, v)dw =0. (3.8)

o

Sprungrelationen

Mit Hilfe der Coulomb-Gleichung bzw. Ampere-Maxwell (jeweils im Gaul3-Einheitensystem)
folgt

((Dy — Dy),v) = 470 (3.9)
und
v x (Hy — Hy) = 4%[(, (3.10)

wobei eine Oberflichenstromdichte K vorausgesetzt wurde.
Nach der Divergenzfreiheit des B-Feldes ergibt sich

((By — Bi1),v) =0 (3.11)
und nach dem Faradayschen Gesetz

vx (By— Ey)=0. (3.12)

Das Vektorpotential
Wegen der Divergenzfreiheit des B-Feldes, existiert ein Vektorpotential A mit
B =rot A. (3.13)

Demnach konnen wir das Gesetz von Faraday (3.3) folgendermallen schreiben:

0A
rot (£ + W) =0, (3.14)

und es existiert folglich ein skalares Potential ¢, so dass

A
E = —grad ¢ — aa_t . (3.15)

Wir nehmen im Folgenden an, dass

D =¢F
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und
B =uH

mit Konstanten €, € R gelte. Die Gesetze von Coulomb (3.1) und Ampere-Maxwell (3.2)
lassen sich nun umformulieren zu

Ao+ %div A=_" (3.16)

€

und, mit

ptrotrot A = (= AA + grad div A) = e%(—grad — 88_1;1> +7,

Zu

0?A 0
pIAA - ‘o grad (p'div A + ea—f) =—7. (3.17)

Schreiben wir statt unseres Vektorpotentials, das wir nun als A, bezeichnen,
A= Ag+ grad A, (3.18)

so bleibt B in Gleichung (3.13) unverindert. Statt (3.15) erhalten wir nun

oA 0A
E=—grad (¢ — —) — —. .
grad (¢ — =) = — (3.19)
Das skalare Potential transformieren wir geméaf
oA
=0y — —. 2
¢ = o 5 (3.20)
Die Gleichungen (3.18) und (3.20) heiflen Eichtransformationen. Wihlen wir
1 0A
i 21
c? ot? (3-21)
mit
1
C = )
NG
so erhalten wir
1 0 1/ 0 %A
ptdiv A + ea—f = p~H(div Ag + AAN) + e(% — W) (3.22)
= putdiv Ay + e%

ot ’
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so dass die Lorentzbedingung

div A + l% =0 (3.23)
c Ot

unter der Eichtransformation (3.18) und (3.20) unter der Bedingung (3.21) erhalten bleibt. Diese
Eichtransformation mit Bedingung (3.21) wird als Lorentz-Eichung bezeichnet.

Unter der Lorentzbedingung (3.23) entkoppeln die beiden inhomogenen Gleichungen (3.16)
und (3.17) und ergeben die inhomogenen Wellengleichungen

1 02

__r
Do = Gamd=—" (3.24)
und
1 02 ,

Wir konnen statt B = rot A natiirlich auch H = rot A setzen und als Lorentzbedingung

div A + e% =0 (3.26)

verwenden.

Der Hertzsche Vektor
Hier definieren wir A als Vektorpotential mittels
H=rot A.

Der Hertzsche Vektor 11 ist dann durch

oIl
A=€e— 3.27
Sy (3.27)
erklart. Somit gilt geméal die Lorentzbedingung (3.26)
0¢ 0
divA=—e— =e—divIl 2
v € T € BT v (3.28)

und, wenn wir die Integrationskonstante gleich Null wihlen,
¢ = —divIl. (3.29)

Folglich erhalten wir

0
H=c¢ arot IT (3.30)
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und

11
E= —/LEw + grad div II.

Im ladungs- und stromfreien Fall geniigt II der homogenen Wellengleichung
1 0°11
2 ot?

Da p = 0 ist, gilt auch div £ = 0. Demnach existiert ein Vektorpotential A,,, so dass

=0.

E=—-rotA,,.
Mit dem durch
oIl
A, = —=
T

erklarten Hertzschen Vektors II,,, schreiben wir nun

0
E=—pu Erot IT,,
und
0?11,

o2 + grad div 1L, .

H = —pe

Energiedichte und Energiestrom

Mit Hilfe des Ampere-Maxwell-Gesetzes (3.2) erhalten wir

oD

/@, E)diz — /((E,rot 1)~ (B, 50)) &%

Q Q

Demnach gilt, gemil3
div(E x H) = (H,rot E) — (E,rot H)
und dem Gesetz von Faraday (3.3),

/(j,E)di”x: —/(div (E X H>+(E7%_?)+(H,%—f))d3x‘

Q Q

50

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Nehmen wir an, dass das Medium lineare elektrische und magnetische Eigenschaften besitzt

und sich die Gesamtenergiedichte u durch

u=3((E.D) + (B, H))

(3.38)
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ausdriicken ldsst, dann folgt aus (3.37)

_/(j,E)d%:/(g—z;—i—div(ExH))d?’x.

Q Q

Mit dem Poynting-Vektor S, definiert durch
S=ExH

erhalten wir den Energieerhaltungssatz als Kontinuitédtsgleichung in der Form

ou
— i =—(j. F).
8t+dlvs (7, F)

Beispiel
Eine ebene, ungedidmpfte elektromagnetische Welle hat die Energiedichte
1 2 2
u:§(ED+HB):6E =uH
und die Energiestromdichte
|S| = FH = cu.

Die Intensitét [ ist der Zeitmittelwert von S, d. h.

I=cu=c

el

T
1 1

/u(t) dt = —ceEB5 = —cuH; .
2 2

0

51

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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3.2 Elektrostatik

52

Hier setzen wir das GauB3sche Einheitensystem voraus und fassen einige Resultate aus [3], Ka-

pitel 2-4 kurz zusammen.

3.2.1 Greensche Funktion fiir ein System aus einer Punktladung und einer leitfahigen

Kugeloberflache

Sei Q = B,(0). In R3\Q befinde sich als einzige Ladung eine punktférmige Einheitsladung.
Ferner sei v = £(x,z"). Wir suchen eine Greensche Funktion G = G folgenden Dirichlet-

schen Randwertproblems fiir den Laplace-Operator:

A¢p = —4mp in)

6| =0.

o0

Es gilt
1 a

- |z — a/| B 2! ||z — g%x’|

G(x,x)

1 1

Ist G = Gp eine Greensche Funktion mit
G(x,2') =0 fir 2’ € 99,

dann gentigt die Losung unseres Problems ¢ der Gleichung

o(x) = /p(m')G(x,x’)d;c' - %/qﬁ(z’)ﬁylG(az,x’) dwy .
59

Q
Da
0G(x,2’)
o'

_ (Jof? — a?)

|#'|=a _a(|x\2 + a? — 2alx| cosy)

)

3
2

fiir z € R?\(, ergibt sich dann fiir den zweiten Summanden unserer Integraldarstellung

a(|z[* — a?)

-/
— | o(a, 9, ¢ dw’ .
o | g0)(|90|2+@2—2a|93|<3087)%

Hierbei gilt

cosy = cos ¥ cos ¥ + sin ¥ sin cos(p — ¢').

(Jz? + |22 = 2Jlz| cos7)2  (HEEE + a2 — 2[]|a’| cos7)7

(3.42)

(3.43)
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3.2.2 Potentiale fiir Randwerte auf einer leitfihigen Kugeloberfliche

Wir gehen von einer Kugel mit isolierendem Ring bei z = 0 und einem Potential von +V" auf
der oberen und — V" auf der unteren Halbkugel aus. Nach (3.43) ergibt sich

2m 1 0

o(|x], 9, ) = %/dgp’ /d(cosﬂ’) —/d(cosﬁ’) ( G =,

) ) 2|2 + a® — 2a|z| cos y)?

falls die Ladungsdichte p in §2 verschwindet. Mittels der Variablensubstitution

Var—09, o=+

folgt
2 1
o(|x], 9, p) = Va(af’ — o) /dgp’/d(cosﬁ')((a2+|m|2—2a|az\cosw)‘?—(a2—|—|a:|2—l—2a|a:\cosw)_g)
4 ) /
1
= Vajal” - a2)3 /dgp’/d(cosﬁ')((l — 2aco87)"% — (14 2acosy) 2),
4r(|x|? + a?)2 )
wobei
alz|
a? + |z|?

Nach einer Entwicklung in Taylor-Reihen lisst sich ¢ folgendermaBen schreiben:

3Va? 7a* 5 3
2af? (cost) — 12\x|2(_ cos® ¥ — —cosV) + ...). (3.44)

o(|z|, 9, ) = 5 5

3.2.3 Potentiale fiir Randwerte auf einem Quader

Wir suchen eine Losung der Laplace-Gleichung der Form
o(x,y,2) = X(2)Y (y)Z(2),
fiir das Gebiet
Q={(z,y,2) ER*0<2<a,0<y<b,0<2<¢c},
die den Randbedingungen

o(z,y,c) =V(z,y)
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und

¢ = 0 auf den anderen fiinf Quaderflichen
geniuigt.
Da

1 &*X(z) 1 d*Y(y) 1 d*Z(z)
X(x) dx? X(z) dy? Z(z) dz?

=0

fiir beliebige (x,y, z) € 2 gelten soll, miissen Konstanten «, 3,y € R existieren, so dass

12X,

X de? >

ldQ_Y:_52

Y dy? ’

|2z,

Zdz2
mit

o+ 7 =17,

gilt. Daher existiert eine Losung der Laplace-Gleichung mit

d(z,y, z) = sin(az) sin(By) sinh(v/a? + 322) .
Damit ¢ = 0 auf x = a und x = b ist, muss

aa =nm und b =mn
gelten. Mit den Definitionen

nm mm n?2  m?

O = 7 B 3= T Y =T\

formulieren wir eine Losung, als Linearkombination, in der Form
o(z,y,2) = Z A sin(a,x) sin( B, y) sinh(y,m2) -
n,m=1

Damit ldsst sich auch die noch verbliebene Randbedingung ¢(x,y, c¢) = V(x,y) erfiillen. Da es
sich bei der entsprechenden Gleichung um die Fourier-Reihe fiir V' (z, y) handelt, ldsst sich

Apm = —/dx/dyv z,y) sin(a, ) sin(Sny) (3.45)

ab sinh(y,mc)

schreiben.
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3.2.4 Felder in Ecken und auf Kanten

Wir gehen von Gebieten 2 C R? aus. Mit Polarkoordinaten lisst sich die Laplace-Gleichung
folgendermalBen schreiben:

10, 0¢ 1 0%

 (05) + oy = 0.

pop= Op"  p*0¢
Verwenden wir den Separationsansatz

o(p, ) = R(p)¥(p),

so ergibt sich
d  dR 1 d%y
2y S~
Rdp™ dp U dp
und demnach
pd dR 9 1 d%y
LL ) ==,
Rdp™ dp Yde

mit einer Konstanten v € R. Folglich ldsst sich die allgemeine Losung in der Form

0

3(p,p) = ag+bolnp+ > anp"sin(ng + o) + > bup " sin(ng + ) (3.46)

n=1 n=1

schreiben. Nehmen wir nun an, dass

0<p<p
zu einem festen Wert 5 € R. Weiterhin sei

o(p,p) =V firallep >0mitp =0V =0,
wobei V' eine reelle Konstante ist. Dann gilt

i
n=m—, meN

8

und

S, 0) =V + Y amp™s Sin(m%w) : (3.47)

m=1
In einer Umgebung von p = 0 gilt
s

d(p, ) =V +ayp? Sin(ﬁw) ,

fiir Randbedingungen, die a; # 0 implizieren. Dann gilt

Ey(p,p) = _3_72) ~ _CLIBPE_ Slﬂ(gw)
19 \
E(p,¢) = —;£ —al%pﬁl COS(%@-
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3.2.5 Randwertprobleme mit azimutaler Symmetrie

Die Laplace-Gleichung kann mittels Kugelkoordinaten (r, 1, ¢) folgendermaBen geschrieben
werden:

10* 1 0 ¢ 1 9%

— (sin 9= — = 3.48

r Or? (rg) + r2 sin ¢ OY (sin o + 72 sin? ¥ 92 (348)

Wir nehmen nun an, dass der Produktansatz
1

or, 0, 9) = ~U(r)P(9)Q(y)

fiir unsere Probleme sinnvoll ist. Dann folgt
1 d*U 1 d dP 1 d%Q
Zsin? 9 | — —(sin— ——— =0.

S Gt Prsmoan M) ) T g
Da

1d2Q

— = —m

Q d? ’
gilt

Q(p) = c1™¥ + coe"™? |
mit ¢, co € C. Weiterhin erhalten wir

1 d dP m?2
—(sin¥— I(l+1) ——— ) P=0

s ay SV ( (t+1) sin219)
und

U 1(1+1)

— U=0

dr? r? ’
wobei [ € Ny. Nach der letzten Gleichung folgt

U(r) = Ar'™ 4 Br". (3.49)
Da wir nun azimuthale Symmetrie voraussetzen, gilt m = 0 und wir erhalten

o(r,9) =Y _(Ap' + Bir~ V) Py(cos ). (3.50)

=0

Nehmen wir an, dass V() auf einer Kugel mit Radius a vorgegeben und das Potential innerhalb
der Kugel gesucht ist. Falls sich keine Ladung im Ursprung befinden, muss das Potential dort
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endlich und daher B; = 0, mit [ € Ny, sein. Um die Koeffizienten A; zu bestimmen, betrachten
wir

9) =Y A P(cos ). (3.51)
=0
Demnach folgt
2041
_ 22 t/ 9) Py(cos 9) sin 9 do (3.52)

0
Mit Hilfe der Legendre-Polynome lisst sich auch das Potential einer Einheits-Punktladung dar-
stellen:

1 — 7l

_/: +1
‘x 'r| l0r>

—=Pi(cos7), (3.53)

wobei r— (r-) die kleinere (groBere) Quantitit von {|x|, |z'|} und v = £(x, 2"). Dieses Resultat

lasst sich mit Hilfe der Entwicklung

= Z(Aﬂ”l + Br~ U P(cos V), x # ', (3.54)
1=0

|z — |

zeigen.

3.2.6 Felder in kegelformigen Ecken
Wir nehmen an, dass sich das Gebiet durch eine kegelformige leitende Obefldche berandet wird,
wobei
0<V<B, 0<p<om
sei. In einer Umgebung des Ursprungs lésst sich
o(r,9) = Ar¥P,(cos V),

schreiben. Dabei ist v der kleinste Wert mit

P,(cosB) =0.
Demnach gilt
E,. = _9% ~ —vAr" ' P,(cos V)
or
und
10
Ey = _199 ~ Ar*"'sind P (cos¥) .

r oY
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3.2.7 Randwertprobleme mit Zylindersymmetrie

Die Laplace-Gleichung ldsst sich mit Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) in der Form

0% 106 1% ¢
o2 " oop t ot o 0 (>3

schreiben. Lasst sich das Potential durch Produktterme mittels

o(p, p,2) = R(p)Q(p)Z(z)

ausdriicken, so folgt

27

—— —k'Z=0

dz? ’

’Q |

— Tm'Q=0, meZ,
de

2R 1dR V2
-4+ (K= Z)R=0.
d,02+pdp+( p2)

Wir gehen nun davon aus, das das Potential eines Zylinder mit Radius a und Hohe L auf der
Mantelfiche und bei z = 0 verschwindet, wihrend

o(p,p,z2=L)=V(p,p), mit0<p<a, 0<yp<2T,
sei. Dann erhalten wir Losungen mittels

Q(p) = Asin(mep) + B cos(meyp),

Z(z) = sinh(&z2),
xi

R(p) = CJn(&p) + DN (8p)

mit Bessel-Funktionen J,,, und Neumann-Funktionen V,,,. Das Potential wird als endlich bei
p = 0 vorausgesetzt. Demnach gilt D = 0. Da das Potential bei p = a verschwinden soll, gilt

X
fzfmn:: ;nn’neN’

wobei die Grollen x,,, die Nullstellen von J,,, sind. Insgesamt ergibt sich

o(p,p,2) = Z Z I (Emnp) SINh (& 2) (A sin(me) + By, cos(me)) . (3.56)

m=0 n=1

Mit dem Randwert

P(p,p,2=1L)=V(p,p)
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lassen sich die Koeffizienten A,,,, und B,,, bestimmen. Es gilt

2cosech(E,u, |
Ay = Z0sech(E / ds / 0p V(0 0) Fon(lp) sin(1m0) (3.57)

ma?J2 1 (Emna)

2cosech(
By = —or (Ernnl) / dy / dp pV (0, ) T (Lmnp) cos(mep) . (3.58)

2
Ta Jm+1 Emn@)

3.2.8 Entwicklung von Greenschen Funktionen in Kugelflichenfunktionen

Um das Dirichlet-Randwertproblem des Abschnitts 3.2.1 zu behandeln, lésst sich die Entwick-
lung

1 = 1t
o A 2 g i (0. 0) (3.59)
=0 m=-1

nutzen. So ergibt sich

a rr

Gl =10y Y o (25 - L ) @ ). G0

Entsprechend gilt fiir eine Kugelschale mit verschwindenden Randwerten bei » = a und
r=>0>a:

( ) 2l+1 1 ,rl>
=4 - — ) 3.61
G(z,2') WZ Z 2l+ 1 (%)21+1) (T l+1) <7,l>+1 b21+1) (3.61)

<

Mit
o(x) = / (2)G(x,2") dax’ — — / o(2')=— dw (3.62)
Q
steht uns eine allgemeine Darstellung zur Verfiigung. Ist a = 0, so gilt fiir die Normalableitung

beir’ =0
47

oG — oG _ T\l * AN *
% o or' lri=p o b2 Z(b) Yzm(ﬂ 7(10)}/2m(197 ()0) :

Im

Lautet die Randwertbedingung

(b(T =0,7, 90) = V(197 QO) )
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so ergibt sich fiir das Oberflichenintegral

o) =3 | [V Wi @ d | () Yin(.).

Im 50

3.2.9 Entwicklung von Greenschen Funktionen mittels modifizierter Besselfunktionen

Die modifizierte Besselfunktionen /,,, K, sind Losungen der Differentialgleichung

(8) + %x’(t) (4 ety =0, (3.63)

wobei v € R, . Diese sind durch

L(t) =i J,(iz) | (3.64)
K, (t) = g@'”“HV(m) , (3.65)

mit Hilfe der Bessel-Funktionen .J,, bzw. Hankel-Funktionen erster Art H, ,51), erklirt. Wir gehen
von dem Problem

4
VG = —7725 (3.66)

aus, wobei Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) verwendet werden. Es lésst sich zeigen, dass

N
Gla,a) =55 D / dg, ™) cos(&(z = 2))gm (&0, P) (3.67)

m=—00 0

wobei g,, (&, p, .) der Gleichung

m? 47

1d, dgnm
——( L) — (B + =5 )gm = ——0, (3.68)

p
pdp= dp

genuigt.
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3.2.10 Multipol-Entwicklung

Sei p € C$°(R3) mit supp p CC Br(0). Dann ldsst sich das Potential in R*\ Bz(0) durch die
Reihe

lm(ﬂa 90)
Z Z QZH i (3.69)
darstellen, was mlttels
x/
¢(x) = / ,xp(_ ;,‘ da’ (3.70)
Br(0)

und Gleichung (3.59) folgt. Da wir Werte von x auBerhalb der Ladungsverteilung betrachten,
gilt r- = 7" und r~ = r. Die GroBen ¢, sind durch

Qim = / Y5 (o) p(2) da (3.71)
Br(0)

erklirt und werden als Multipolmomente bezeichnet. Da

Yim(0,0) = (=1)"Y;, (0, 9),

gilt

Q—m = (—1)" @, - (3.72)
Das elektrische Dipolmoment p wird durch

pi= /m'p(x’) dx’ (3.73)

Q
und das Quadrupolmoment () durch

Qij = /(39521:; —1r?8;)p(2) da’ (3.74)
Q
erklirt. Dabei wird allgemein ein beschrinktes Gebiet 2 mit supp p CC 2 C R3 vorausgesetzt.
Somit ergibt sich die Entwicklung
¢ () 15 2@y,
==-+—"4= — 4 ... 3.75
o(r) = +>7 +2; e (3.75)

Fiir das elektrische Feld konnen wir in Kugelkoordinaten

4 1 0 m
B By E,) = — o —— | (1 + 1)Yin (0, 0), — —Yirn (1), 0), — Yy (0, 3.76
(B B0, B) = 5 m (4 DYin (0,0, = i (0,0, = 2 Yin(0,9) ) 676
schreiben. Fiir Dipol-Felder ldsst sich
3 _
By = e —p (3.77)
|z — x|

herleiten. Dabei bezeichnet xy den Ort des Dipols und n einen Einheitsvektor von x4 nach z.
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3.2.11 Randwertprobleme in Dielektrika

Als dielektrische Polarisation P wird das Dipolmoment pro Volumen bezeichnet. Da

¢(z) = / pw') — div P(z/) da’ (3.78)

|z — |

lasst sich die erste Maxwellsche Gleichung in der Form

div E' = 4n(p — div P), (3.79)
und mit der Verschiebungsdichte D, als

div D = 4mp (3.80)
schreiben. Dabei wurde

D :=FE+4nP (3.81)

gesetzt. Oft wird vorausgesetzt, dass eine, als dielektrische Suszeptibilitit bezeichnete
Konstante . existiert, so dass

P=x.FE (3.82)
gilt. Dann folgt

D =¢eFE (3.83)
mit der Dielektrizitiitskonstanten

e=144mye.. (3.84)

Wir betrachten eine dielektrische Kugel mit Radius a innerhalb eines homogenen elektrischen
Feldes der Stirke £, wobei weder innerhalb noch auBlerhalb der Kugel Ladungen existieren.
Wir schreiben

¢(z) = ¢; fiir z € B,(0) und ¢(z) = ¢, fiir v € R*\ B,(0) .

Es gilt

¢i =Y _ Ar'Py(cos ) (3.85)
=0
und

o0

ba =Y (Bir' + Cir~ V) By(cos D). (3.86)

=0
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Weiterhin gilt

0; 0,

a(il r—a ai; r—a (3.87)
und

0; 0P,

€ aqi —a agi r—a (3.88)

Demnach ergibt sich
3

O; = s 2E0'r cos (3.89)

und
e—1_a°
Oq = —Egrcos v + 6+2E07n_2 cos V. (3.90)

Innerhalb der Kugel herrscht ein Feld der Stérke

3
P = E7
e+ 2 0

aufBerhalb wird dem Felde der Stirke Ej das eines elektrischen Dipols mit Dipolmoment

tiberlagert.
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3.3 Magnetostatik
3.3.1 Kriifte im Magnetfeld

Wihrend im elektrischen Feld auf eine Ladung ¢ immer eine Kraft wirkt, wirkt im Magnetfeld
auf die Ladung nur dann eine Kraft, wenn sich die Ladung bewegt. Diese Kraft wird als Lorentz-
Kraft bezeichnet. Sie betrdgt

F=quxB.

Dabei bezeichnet B die magnetische Flussdichte. Ihre SI-Einheit lautet:

=1— =1T (Tesla)

Die Feldlinien des B-Feldes sind geschlossen.

A

Abbildung 3.1 Einstellung einer Magnetnadel

Ein Draht der Lénge [ mit dem Querschnitt A enthilt n/A Elektronen. Dabei bezeichnet n die
Teilchenzahldichte. Daher wirkt auf den Draht im Magnetfeld die Kraft

F=—enlAv x B.

Da fiir die Stromdichte
j = —env

gilt, lasst sich die Kraft auch folgendermalen schreiben:
F=1IlxB.

Dabei kennzeichnet [ neben der Linge des Drahtes auch die technische Stromrichtung.
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Die Kraftwirkung auf eine stromdurchflossene Leiterschleife 1dsst sich folgendermaBen veran-
schaulichen:

Abbildung 3.2 Stromdurchflossene Leiterschleife im Magnetfeld

3.3.2 Der Hall-Effekt

Unter der Wirkung der Lorentz-Kraft werden die Ladungstrager senkrecht zur Bewegungsrich-
tung und dem Magnetfeld abgelenkt. An den Seitenflachen lagern sich entgengesetzte Ladungen
an, deren Feld nach kurzer Zeit die Wirkung der Lorentzkraft authebt.

Fiir die Feldstirke dieses Querfeldes gilt

eFy = —ev x B.
Weiterhin gilt

Eyg-b=Uy
und

I=j-A=j-bd=envbd,
wobei

<|=
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die Ladungstrigerdichte bezeichnet. Demnach erhalten wir

1IB IB
Uy=-bwB=——— = — —
a v en d S
wobei
1
Ry = —.
en

L

Abbildung 3.3 Die Lorentz-Kraft und der Hall-Effekt

66
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3.3.3 Das Gesetz von Biot-Savart

Nach dem Gesetz von Biot-Savart

Idl xr

ist das Magnetfeld orthogonal zur Ebene, die von den Vektoren d/ und r aufgespannt wird.

Abbildung 3.4 Magnetfeld im Punkt P

Beispiele

a) Magnetfeld eines geraden Leiters

Abbildung 3.5 Magnetfeld im Punkt P
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Mit Hilfe von Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) erhalten wir

H = Hge,
und
I T dz 1 2 |L
H, = — =—>pl 3 o
Y /(p2+22)§ 47TpL£Iolo(p+Z) pl-L
I 2 1 1 1

Nun setzen wir 7 := p.

Abbildung 3.6 Magnetfeldlinien um einen geraden
stromdurchflossenen Leiter

68
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Die Feldstirke eines geraden Leiters betragt

H(r) = ——

o

Abbildung 3.7 Die radiale Abhéngigkeit des H-Feldes

b) Magnetfeld eines Kreisstroms

Abbildung 3.8 Magnetfeld im Punkt P = (0,0, z)

r=x—2a,dl =dd, p:=|2|

erhalten wir fiir einen beliebigen Punkt auf der z-Achse

2mwp
1 Cos
0

69
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und mit
_ P
cosa =
p2 + 22

fiir diese Feldkomponente

2

(7 + )

I I
H(z)=——"  omp==
o (p2 + 223 2
Setzen wir nun wieder 7 statt p, so konnen wir fiir diese Feldkomponente im Ursprung

_[1
27

H.(0)

schreiben.

Abbildung 3.9 Magnetfeldlinien um einen Kreisstrom

Die Feldstirke einer kreisformigen Leiterschleife mit Radius r betrdgt im Ursprung

I

H(r):§.

70
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c) Feldstirke im Inneren einer langen Zylinderspule

Abbildung 3.10 Magnetfeldlinien um eine Spule

Die Feldstirke im Inneren einer langen Zylinderspule betragt
H = In, wobein : Anzahl der Drahtwindungen/Meter
wobei
N
n=—
l

die Windungsdichte, N die Windungszahl und [ die Linge der Spule bezeichnet.

Im Vakuum gilt
B = pugH
und in linearen, isotropen Medien
B=uH.
Dabei ist
® i = u,jbo: Permeabilitit
e 4, Permeabilititszahl

e /1o: magnetische Feldkonstante, Induktionskonstante; yig = 1,2566 - 107V sA~tm~

1

71



TH Niirnberg 72

3.3.4 Magnetisierung

Die Magnetisierung von Kristallen und Molekiilen wird durch mikroskopische Kreisstrome
verursacht. Diese Kreisstrome beeinflussen die Flussdichte B, jedoch nicht die magnetische
Feldstirke . In magnetisierbarem Material gilt

B:MO(H+J)7

mit der Magnetisierung J. Neben J verwenden wir auch die Bezeichnung M fiir die Magneti-
sierung.

Da die magnetische Suszeptibilitit y mittels
J=xH

definiert ist, folgt daher
B=pu(1+x)H,

Setzen wir ein isotropes Medium voraus, so konnen wir

B = prpoH = pH
schreiben, wobei p hier nicht notwendigerweise konstant ist.
Somit gilt

pw=1+x.

Diamagnetismus

Materialien, fiir deren Suszeptibiltit y
X <0und |x| <1

gilt, werden als diamagnetisch bezeichnet. Solche Stoffe erfahren in Magnetfeldern eine absto-
Bende Wirkung, d. h. eine Kraftwirkung in Richtung abnehmender Feldstérke.

Magnetische Suszeptibilitit x in 107°

Wismut Bi —170
Gold Au -30
Silber Ag —25
Kupfer C'u —10
Quecksilber Hg —19
Wasser H,O -9

Stickstoff Ny —0,06
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Paramagnetismus
Materialien, fiir deren Suszeptibiltit y
x>0

gilt, werden als paramagnetisch bezeichnet. Im Gegensatz zu diamagnetischen Stoffen, werden
paramagnetische Materialien in Richtung zunehmender Magnetfeldstirke gezogen.

Magnetische Suszeptibilitit x in 107°

Aluminium Al 20
Platin Pt 260
Palladium Pd 690
Mangan Mn 1000
Sauerstoff Oy 1,8
fliissiger Sauerstoff 3600
Luft 0,5
Ferromagnetismus

Bei ferromagnetischen Materialien ist die Magnetisierung .J und damit die Suszeptibilitit y sehr
groB3. AuBlerdem ist y von der Feldstiarke A und der Vorgeschichte des Materials abhingig.

Abbildung 3.11 Hysterese der Magnetisierung

Jg: Sattigungswert der Magnetisierung
Jr: Remanenz-Magnetisierung
H¢: Koerzitivfeldstirke
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Wihrend bei paramagnetischen Materialien die Wiarmebewegung die Ordnung der Elementar-
Spinmomente iiber gro3e Temperaturbereiche stark stort, kann die Wiarmebewegung bei ferro-
magnetischen Stoffen die Ordnung dieser magnetischen Momente unterhalb einer bestimmten,
relativ hohen Temperatur, der Curie-Temperatur 7, nicht in einem solchen Umfang autheben.

Beispielsweise betridgt die Curie-Temperatur fiir Eisen 7 = 1017 K.

Durch ein duBleres Magnetfeld bilden sich einheitlich magnetisierte Gebiete, die Weiss-Bereiche.

NNNNNS L/

NN\ L ENNNS S

NNYAINNNNy i i s
SLINNNN Sl

Abbildung 3.12 Schematische Darstellung der spontanen Magnetisierung

3.3.5 Das Vektorpotential

Nun setzen wir wieder das GauBlsche Einheitensystem voraus und gehen auf einige Resultate
aus [3], Kapitel 5 ein.

Nach Gleichung (3.91) gilt fiir eine Stromdichte j

I x—a
Weiterhin gilt
1 164
rot B=-V xV x /de' (3.93)
c |z — 2|
Q
1 , 1 1 . 1
= Egrad /(j(x'),grad m} d.T/ — E /j(.T/)A’x — 3;'/‘ d.fl?/
Q Q

1 div’j (2’ 4
c |z — 2| c
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Wir nehmen an, dass div j = 0 gilt und erhalten

4
rotB:lj.
c
Da
div B=0

ist, existiert ein Vektorpotential A, so dass
B =rot A

gilt. Wir gehen hier von der Coulomb-Eichung
divA=0

aus. Folglich erhalten wir

A= AT
&

3.3.6 Das Vektorpotential und die Magnetische Flussdichte fiir einen Kreisstrom

Sei a der Radius des Kreisleiters. Es gilt

2w
I /
Aoy =22 [ el - d
¢ (a? + 12 — 2arsind cos ¢')2
B 41a (2 - K)K(k) —2E(k)
cva? + 12 + 2arsind k2
mit elliptischen Integralen K und £ und
12 4arsin
a4+ r?4 2arsing
Fiir die Flussdichte B gilt
0 10
B,.,By,B,) = (———(sinv A,), ———(rA,),0).
( 0 Be) (rsmﬁ@ﬁ(sm o) r@r(r 0):0)
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(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)
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3.3.7 Magnetfelder einer lokalen Stromverteilung

Wir setzen voraus, dass j € C§°(2) eine divergenzfreie Stromverteilung ist. Mit |2/| > |z|
erhalten wir

_ 1 . ! 1 IR, /
Ai(x) = ] /]z(x)dx + C|x|3(x,/sz(x)dx)+ (3.100)
Q Q

Da

/ji(as') dr’ =0
Q

und

(:L‘,/l‘ljz()dl‘ xx/x X j)dx');
0 Q

gilt und das magnetische Moment durch

m = /M(x') dr’, (3.101)
Q

mit der Magnetisierung

1

—(z xj(x)) (3.102)

M(z) := 5

definiert ist, folgt

m X x

Alz) = 3.103
(@) = " (3.103)
Betrachten wir nur diesen ersten Term, so ergibt sich
3 _
B(z) = Mnm) = m (3.104)
|z [?
wobel n = % Falls der Strom in einem Stromkreis mit Linienelement d/ verlduft, gilt
I
= — dl .
m 50 J(I{ T X
Da
1 )
F = —/](x) X B(z)dz (3.105)
c
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erhalten wir fiir die ¢-te Komponente der Kraft
1 . / / /
Fy = EZ%”“ Bi(0) [ + [ ji(z))(a', grad by (0)) dz’ + ... | | (3.106)
gk Q  Q

mittels einer Taylor-Reihen-Entwicklung. Fiir die beiden explizit dargestellten Summanden er-
halten wir

Fy =Y eijp(m x V);Bi(z). (3.107)

ik
Mit div B = 0 erhalten wir

F = grad (m, B). (3.108)

3.3.8 Randwertprobleme in der Magnetostatik

Mit

Az) = 1/( J@) | M) x (m_x/)> dz’ (3.109)

c |z — 2| |z — 2/|3

1 /(j(x’)Jrcrot’M(x’)) "

c |l — 2|
und der effektiven Stomdichte
Jm = crot M (3.110)
folgt
rotB:%(j-i-jM). (3.111)
Das magnetische Feld A wir daher durch
H:=B—-4tM (3.112)

erkldrt. Demnach gilt

4
rot H= -2 (3.113)
&
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Mit den in Abschnitt 3.1 erwdhnten Sprungrelationen
((By — By),v) =0 (3.114)

und

4
v x (Hy — Hy) = %K (3.115)

ergibt sich, fiir isotrope Medien,

(Hoov) = "Y(H\,v), Hyxv=H xv. (3.116)

M2

Verwenden wir
B=rotA
und setzen voraus, dass
B =uH
gilt, dann erhalten wir, mit Gleichung (3.113),

1 4
rot (—rot A) = —Wj . (3.117)
I c

Ist 4 = const., dann ergibt sich

_AA= 4%7', (3.118)

falls wir die Coulomb-Eichung, d. h. div A = 0, verwenden. Ist 7 = 0, dann ist die Verwendung
eines skalaren Potentials ¢j; mit

H = —grad ¢y (3.119)
sinnvoll. Da

div B=div (H +4nM) =0,
lasst sich

Aoy = —4mpyy (3.120)
mit der effektiven magnetischen Ladungsdichte

py = —div M (3.121)
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schreiben. Falls (beispielsweise) ¢ € C2(R™) gilt

On = —/de’ = —div / M(z') dz’ .

| — 2’|

R R"

Weiterhin gilt dann fiir x weit auBerhalb der nichtverschwindenden Magnetisierung

(m, x)

om(x) =~

r3
Mit der effektiven magnetischen Oberflichenladungsdichte

oy = (v, M)

ergibt sich

L / /

|z — /| |z — /|
o0

Wir setzen wieder 5 = 0 voraus. Mit
B =rot A

und der effektiven Stromdichte nach (3.110) erhalten wir

A=-2T5,
Cc

Folglich gilt

rot'M(x M(z
Alz) = d o
(z) = / |x—x / |z — /| “
Q
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(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

(3.126)

(3.127)
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3.3.9 Homogen magnetisierte Kugel

Wir betrachten eine homogen magnetisierte Kugel mit Radius a und
M = My(0,0,1),

mit einer Konstanten M, € R. Da
oy = (v, M) = My cos?

erhalten wir, nach (3.125),

cos v 47 r
dar(r,0) = Mya® / Bl(O)m dwy = ?Mocﬁé cos (3.128)

wobei r~ (r-) die kleinere (groBere) Zahl von {r, a} ist. Innerhalb der Kugel gilt demnach

4
by = ?WMOZ (3.129)
und
H, = —%TM, B; = %ﬂM. (3.130)

AuBerhalb der Kugel gilt

A 4Cc08

O = ?Moa ol (3.131)
Folglich entspricht das Potential aulerhalb der Kugel einem Dipol mit Dipolmoment

. 47;@3M. (3.132)
Betrachten wir zusitzlich ein externes Feld mi By = Hy, so gilt

Hi:Bo—%TM, Bi:BOJr%TM. (3.133)
Gilt

B; = pH;,

mit einem konstanten p, so konnen wir M als affin-lineare Funktion von B, darstellen, da aus
8 47

By+ —M = u(By — —M
0t 3 By — 5~ M)
die Gleichung
3 p—1
=~ (Z_\B 3.134
477(,LL+2) 0 (3.134)

folgt. Fiir ferromagnetische Materialien gilt diese Eigenschaft allerdings nicht.
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3.3.10 Magnetische Abschirmung

Wir nehmen an, dass sich eine magnetisch permeable Hohlkugel mit Innenradius a und Auflen-
radius b in einem homogenen Feld mit Flussdichte B, befindet. Ferner sei B = pH mit einer
Konstanten ;¢ € R. Dann gilt

o fallsr > b

Gm = —Borcosd + Y %Pl(cos 9), (3.135)

=0

o fallsa<r <b

b= (Br' + %)PI(COS V) (3.136)
=0
o fallsr <a
Sm = Y _ o' P(cos V). (3.137)
=0

Die Feldkomponenten Hy und B, sind in » = a und r = b stetig. Das impliziert, dass

Odne ,  Obur, . Odu Odu

8—19<b+) = W(b_)’ 8_19(a+) = 8—19(a_)’ (3.138)
0 0 0 0
) = u 20y, w20 0y = P o). (3.139)

Alle Koeffizienten mit [ # 0 verschwinden. Weiterhin folgt fiir die Koeffizienten a; und 4;:

a = Rt D= 1) (b* — a®) By (3.140)

(2p+ 1)(u+2) — 25 (p — 1)?

und

5y = on By. (3.141)

20+ 1) +2) = 245 (p — 1)?
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3.4 Randwert- und Anfangswertprobleme

Setzen wir p = 0, 7 = 0, ¢ = 1 und p = 1 voraus, so nehmen die Maxwellschen Gleichungen
folgende Form an:

%—E;(x, £) = rot H(z, 1), (3.142)
div E(z,t) = 0, (3.143)
OH 1) = —rot B(n.1). (3.144)
ot

div H(z,1) = 0. (3.145)

Definition 3.1 Sei (Ey, Hy) € (C*(R? R?), C>=(R3 R?)). Wir bezeichnen
(B, H) € (C%(F® x R, BY), C*(E x R, EY))

als (klassische) Losung des Cauchyproblems fiir die Maxwell-Gleichungen im R?, wenn (E, H)
die Gleichungen (3.142 - 3.145) erfiillt und den Anfangsbedingungen

E(z,0) = Ey(x) und H(z,0) = Hy(z) (3.146)

geniigt.

Satz 3.2 Geniigt (E, H) den Voraussetzungen der Definition 3.1 und gilt
div Ey(z) = div Hy(z) =0, (3.147)

dann gibt es ganau eine Losung (E, H)(x, t) des Cauchyproblems fiir die Maxwell-Gleichungen
und es gilt

E(z,t) = ﬁ / rot Hy(y) dy + %%(% / Eo(y) dy) (3.148)
ly—z|=t ly—=|=t
und
H(z,t) = b / rot Ey(y) dy + i2(1 / Hy(y) dy) . (3.149)
4rt 4w ot 't
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Randwertprobleme fiir einen kreiszylindrischen Hohlleiter

Wir betrachten in Richtung der Zylinderachse x; = z fortschreitende Wellen von 11, so dass fiir
den Hertzschen Vektor IT = (113, 0, 0) gesetzt wird. AuBerdem gehen wird davon aus, dass sich
die z;-Komponente des Hertzschen Vektors in Form einer ebenen Welle darstellen 1idsst mit

Iy = ITy (29, x3)el@tF12) | (3.150)

wobei k; = 27?)%1 mit der Hohlleiterwellenlidnge \;. Dieser Ansatz ist hier im Sinne einer
Néherung zu verstehen.

Abbildung 3.13 Ein kreiszylindrischer Hohlleiter

Die Komponente II; des Hertzschen Vektors geniigt der Helmholtzschen Schwingungsglei-
chung

AT + KT = 0. (3.151)

Weiterhin erhalten wir

0? 10 1 0?
(ﬁ+;§+7~_2@_¢2+82)ﬂl(r’90) =0, (3.152)
mit

w2

82 = —2 — k’% .
c
Wir schreiben

I (r, 0) = f(r)g(e)

Wie in der Losung zum Cauchy-Problem fiir eine kreisformige Membran, existieren m € Z, so
dass

0?11,

5,2 = —m?Il, . (3.153)
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Demnach geniigt f der Besselschen Differentialgleichung

P+ f 4 (PP = m?) f =0 (3.154)
und es gilt f = J,,(sr). Somit erhalten wir mittels

IL (@, 7, 21, 1) = Adp(s1) cos(mp)el@t=kizn) (3.155)

eine Losung. In Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) werden Gradient, Divergenz und Rotation folgen-
dermalen dargestellt:

ou 1 % ou

grad u = Eer + ;&06@ + &ez,
) 10(rA,) 10A 0A,
A=- -
div r Oor +r(’3gp+3z’
und
10A 0A 0A 0A 10(rA,) 10A
tA=(——2=——"2Le, r_ 24 - o) _ 290y,
o (T Op 0z Jer + 0z or )€¢+(7’ or r Op Je
Demnach gilt
. 821_.[1 1 821_[1 821_[1
grad div Il = mer + ;89082% + 5.2 e, (3.156)
und
ror1l — 1O, O (3.157)

r 8goeT_ ar ¢

Mit Hilfe der Gleichungen (3.30) und (3.31) erhalten wir somit

0
H=c¢ arot II (3.158)
= —iweAe!@tRE) (i Jmfnsr) sin(me)e, + sJ,,(sr) cos(mep)e,,)
und
2
II
E = —pe %? + grad div 11 (3.159)

. Im :
= s’Tlje, — ik Ae'@ =R (5] (s1) cos(me)e, — mﬂ sin(mep)e,) .
r

Da H; = 0 und damit das Magnetfeld transversal zu x; ist, nennen wir diese Losungen TM-
Wellen, wenn diese zusitzlich der Randbedingung (3.162) geniigen.
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Entsprechend implizieren die Gleichungen (3.34) und (3.35)

0
E=—pu arot IT,, (3.160)
= z’cpu%l(z‘(‘*’t’klzl)(mﬂ sin(mep)e, + sJ,,(sr) cos(mep)e,)
r
und
0?11,
H = —pe BT + grad div IL,, (3.161)
2 : t(wt—kiz1) / Jm(sr) :
= sl e, — ik Ae 12 (s J! (sr) cos(mep)e, —m sin(mep)e,) .
r

Da F; = 0 und damit das elektrische Feld transversal zu x; ist, nennen wir diese Losungen
TE-Wellen, wenn diese zusitzlich der Randbedingung (3.162) geniigen.

Da fiir die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke £, die Randbedingung
Ei|,n =10 (3.162)
gilt, folgt fiir TM-Wellen
E,=0, E,=0 fiirr =r
und fiir TE-Wellen
E,=0 fiirr =ry.
Das impliziert, dass bei
e TM-Wellen
ST0 = Kmi
wobei x,,; die Nullstellen der Besselfunktion erster Art und m-ter Ordnung .J,,, sind,
e TE-Wellen
ST0 = Kt

wobei £, die Nullstellen von J/ sind.
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Damit konnen Knotenzylinder des Hohlleiterquerschnitts anhand der Nullstellen von J,,, und
Knotenflichen mittels der Nullstellen von cos(m) dargestellt werden:

Abbildung 3.14 Knotenflachen fiir T My, 1 = 1,2, 3

Bei TM-Wellen lautet hier die elektrische Feldstirke in Axialrichtung
By = As®J,,(sr) cos(mp)e

Fiir m = 3 und [ = 3 lésst sich diese im Querschnitt des Hohlleiters zu einem festen Zeitpunkt
folgendermafBlen abbilden:

Abbildung 3.15 Richtung von E; und Knotenflachen fiir 7'M33
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Im Rahmen von elektro- oder magnetostatischen Problemen tritt beispielsweise folgendes Rand-
wertproblem auf:

Definition 3.3 Dirichlet-Problem D(Q, h, g,7, E*, ..., E™)

Sei Q) C R ein beschriinktes Gebiet, das aus endlich vielen disjunkten, jeweils zusammenhdingen-
den, C'*°-berandeten Gebieten besteht. Die Anzahl beschrinkter Zusammenhangskomponenten
von Q) = R3\Q betrdgt m. Ferner sei E; ¢ R, i =1,..m, 0 < a < lund h € C’O‘(Q,R),
g€ C¥Q,R?), v € C*(Q,R?) und

(v,7) =0 auf 002

Gesucht ist ein f € C*(Q, R?) mit

div f=h, (3.163)

rot f =g, (3.164)

—v X f=~ auf 09, (3.165)

—/(%f)ﬁilmdw:E", 1<i<m. (3.166)
o0

Eine ausfiihrliche Behandlung dieses Problems findet man in [4] und [7]. Diese Randwertaufga-
be steht aulerdem in einem engen Zusammenhang mit dem Stokes-System, wie beispielsweise
in [7] gezeigt wird.

Sei
Z(Q) :={z e C QR )NC*(Q,R)|divz =0, rot 2 =0, (v, 2)|,, = 0}  (3.167)

wobei 0 < p < 1 gelte. Elemente aus Z((2) werden als Neumann-Felder in (2 bezeichnet. Ferner
sei ;= R*\Q und

~

H(Q) :={h e CQ)NCHQ)|grad h = 0, |h(z)| = O(|z|~?) fiir |z| — co}. (3.168)

Unter {h, ..., h™} verstehen wir eine Basis von H ().
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Ist @ C R? ein beschrinktes Gebiet, v € C°(2,R3) und S C () eine glatte, doppelpunkt-
freie, geschlossene und orientierte Fliche und die Einheitsnormale v so gewihlt, dass v positiv
orientiert hinsichtlich der Orientierung von S ist, dann heif3t

E = /(y, ) dw (3.169)

S

die Ergiebigkeit des Feldes f beziiglich der Fliche S. Ein Feld f wird als ergiebigkeitsfrei
bezeichnet, wenn die Ergiebigkeit beziiglich jedes S C (2 verschwindet.

Satz 3.4 Integrabilititsbedingungen

Fiir die Losbarkeit des Problems D(Q, h, g,7, E', ..., E™) durch ein Feld f miissen folgende
Bedingungen erfiillt werden:

(i) g ist ergiebigkeitsfrei, d. h.
/(Vs,f) dw =0 fiiralle S C ). (3.170)
S
(ii) Fiir die Flichendivergenz divs von vy gilt
divey = (v,7), falls f € C*(Q,R?). (3.171)
(iii) Weiterhin gilt

/(g,z) dxr + /(7,2) dw fiir alle z € Z () (3.172)

Q o

Satz 3.5 Losung des des Problems D(Q, h, g,7, E', ..., E™)

(i) Sei f eine Losung von D(2,h,g,, E', ..., E™). Dann geniigt die Normalkomponente
e = —(v, f) auf Q) der Integralgleichung

1
() — 5 / (a%)(x,x')e(:c') oy — (3.173)
o0
1 e(z’) g9(z) (')
= d dz' — dz’
- v(©)grad [ Lo —ror ([ L [ ).
oN Q oN
wobei x € 0X), und den Nebenbedingungen
/ei}i|mdw:Ei, 1<i<m. (3.174)

o0
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(ii) Ist ¢ € C°(0Q) Lisung der Integralgleichung (3.173), geniigt den Nebenbedingungen
(3.174), ist v € C1(OR), g € C*(Q, R3)NCH(Q, R3) und gelten die Integrabilititsbedin-
gungen des Theorems 3.4, dann ist f mit

f=—gradU + rot A, (3.175)

wobei U gegeben ist durch das skalare Potential

1 h(z") e(z’)
U(x) :=— dx’ dw’ 3.176
@)= ([ Pop e+ [ S aw) (.176)
Q o9
und A durch das Vektorpotential
1 GO / )
Alzr) = — d di 3.177
(z) 47'('(/ |z — 2/ T |z — 2| We) ( )
Q o)

Losung des Problems D(Q, h,g,~,E*, ..., E™).
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3.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Gegeben sei eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung p € Co(R?). Zeigen Sie, dass sich,
ausgehend vom Coulombgesetz

ota) = [ L

Potential und Feldstirke in der Form

¢@):%§/p@ﬁ%ﬁ+4w7}wﬁdf

bzw.

4 T
mm:%@/wwwf
T

0

schreiben lassen. Berechnen Sie nun fiir alle Raumpunkte das Potential einer homogen gelade-
nen Kugel mit Radius R.

Aufgabe 2
Im Grundzustand des H-Atoms ist die Elektronenladung mit der Dichte
e 2r
p(r) = @exp(—g)
verteilt. Dabei ist @ der Bohrradius und e = —|e|. Bestimmen Sie das Potential ¢(r) und die

Feldstirke F/(r), die im Atom herrschen, wenn man sich den Kern als eine im Ursprung lokali-
sierte Punktladung denkt.

Aufgabe 3
Welche Ladungsverteilung liegt dem Yukawa-Potential
Q —alz| 1 e_a"ﬂ -1
¢(a) = e " =Q(—+——)
|z] |z |z

zu Grunde?
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Aufgabe 4

Berechnen Sie das Potential ¢(z) und die Feldstirke F/(z) eines unendlich langen Zylinderkon-
densators mit der Flichenladungsdichte —|o| auf dem inneren Zylinder (Radius r;) und +|o|
auf dem &duBleren Zylinder (Radius 7,)

a) durch Ausnutzung von Symmetrieargumenten und Verwendung des GauB3schen Satzes,

b) durch Losen der Laplace-Gleichung.

Aufgabe 5
Gegeben ist die Flichenladungsdichte o (z, y), wobei o € CQ(R?).

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Poisson-Gleichung, dass

%(z =0+) — %(z =0—) = —4no.

b) Sei
o(x,y) = o¢sin(ax) sin(By) .

Bestimmen Sie, mit Hilfe der Laplace-Gleichung und der Sprungrelation des Aufgaben-
teils a), ein durch die Ladungsverteilung erzeugtes Potential.

Aufgabe 6

Sei @ C R? ein beschriinktes Gebiet mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten und
einem Rand der Klasse C'. Ferner sei ¢ € C?(Q) eine Losung der Laplace-Gleichung (d. h.
eine harmonische Funktion).

a) Beweisen Sie, dass

¢

o

b) Beweisen Sie die Mittelwertformel

oan) = oy [ ole)
S

welche beispielsweise ausdriickt, dass in einem ladungsfreien Raumbereich der Wert des
elektrostatischen Potentials an einem beliebigen Punkt z, € R? gleich dem Potential-
mittelwert iiber die Oberfliche S CC () einer Kugel mit Mittelpunkt x, und Radius r
ist.
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Aufgabe 7
Gesucht ist eine Losung ¢ und die Greensche Funktion GG der Poisson-Gleichung fiir den Be-
reich H := {(x1, 29, 73) € R?| 23 > 0}.

a) Berechnen Sie zunichst G(z, 1), , 2’ € R3, fiir das Feld einer Elementarladung am Ort
x’ mit einem geerdeten Rand z = 0.

b) Welche anschauliche Bedeutung hat F'(x, 2’) in
1

T e -2

G(x,x) + F(x,2")?

c) Sei ¢ eine Losung der Laplace-Gleichung, die nur von r aus den Zylinderkoordinaten
(r, p, x3) abhingt. Weiterhin gelte

Plonnas, = Vi=const., i=1,2.

Dabei sei B, := {(x1,72) € R? |22 + 23 < r?} mitr > 0.
Geben Sie ¢(r) an.

Aufgabe 8
Potential einer Dipolschicht

Eine Fliche S C R? sei mit einer Dipolschicht belegt. Sei D : R®* — R* die Dipolmoment-
dichte und

bl = [ D) de

das gesamte Dipolmoment der Fldche. Das Vektorfeld v(z), mit |v| = 1, weise in Richtung des
lokalen Dipolmomentes. Zeigen Sie, dass sich das Potential ¢ der Dipolschicht als

o(z) = / D)), vw,%) d

x — 2|

schreiben lasst.
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Aufgabe 9
Ein Kugelkondensator mit den Radien a und b > a ist mit einem Dielektrikum, fiir dessen
Dielektrizitatsfunktion e

2
€(r) = 1= > € fiiralle r € (a,b)
r
gilt, gefiillt. Die innere (duBlere) Kugel trage die Ladung ¢ (—q).
a) Berechnen Sie E(x), D(x), P(z), ¢(x) und, fiir die Polarisationsladungen, p,(z) und

op().

b) Wie grof} ist die Kapazitit der Anordnung?

Aufgabe 10
Eine ebene, in z- und y-Richtung unbegrenzte Platte der Dicke d besteht aus einem Dielektri-
kum. Fiir dieses anisotrope Dielektrikum gelte

3
DizzeikEka i:1737

k=1
wobei ¢;;, € R konstant sind. Es wirke ein Feld
Eoy = Egze, + Ey.e. .
a) Berechnen Sie F(x), D(z) und P(z) fiir das Gebiet innerhalb des Dielektrikums.
b) Berechnen Sie p,(x) und o,(z).

c) Berechnen Sie den Brechungswinkel ¥/ von E an der Grenzflache z = 0 in Abhingigkeit
vom Einfallswinkel .

Aufgabe 11
Gegeben sei ein unendlich ausgedehntes Dielektrikum mit einer homogenen Polarisation

P(z) = Pye,,

wobei F; € R konstant ist. In diesem Dielektrikum werde ein kugelformiger Hohlraum ge-
schaffen.

a) Angenommen, der Hohlraum beeinflusse die Polarisation im umgebenden Dielektrikum
nicht. Berechnen Sie fiir diesen Fall £'(x) und P(z).

b) Behandeln Sie nun den iiblichen Fall, dass sich P den neuen Gegebenheiten anpasst.
Berechnen Sie F(z) und P(z).
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Aufgabe 12

a) Ein Dielektrikum in Form eines langen, diinnen Kreiszylinders mit Dielektrizitdtskon-
stanten ¢; befinde sich in einer homogenen Fliissigkeit der Dielektrizitdtskonstanten es.
Wie wird sich der Zylinder ausrichten, wenn ein homogenes duf3eres Feld angelegt wird?

b) Wie ist das Ergebnis im Fall einer diinnen Platte?

Aufgabe 13
Gegeben sei ein in z-Richtung unendlich ausgedehnter Kreiszylinder mit dem Radius R, der
von einem Strom / homogen durchflossen wird.

a) Berechnen Sie (ohne B zu berechnen) das Vektorpotential A(z) mit Coulomb-Eichung.
b) Berechnen Sie B mit Hilfe der Losung aus Aufgabenteil a).

c) Das Problem des stromdurchflossenen Zylinders wird oft mit Hilfe der integralen Dar-
stellung des Ampereschen Gesetzes gelost. Dabei nutzt man aus, dass sich B in Zylinder-
koordianten als

B(x) = B,(p)e,

schreiben ldsst. Beweisen Sie dieses Darstellung mit Hilfe der Symmetrie des Problems,
des Ampereschen Gesetzes, des Gesetztes liber den magnetischen Fluss und der Abkling-
bedingung

B(z) — 0 fiir |[x| — oo

Aufgabe 14

Berechnen Sie die Kraft, die eine stromdurchflossene, kreisformige Leiterschleife (Strom I,
Radius a) im Magnetfeld eines langen, geraden, vom Strom /5 durchflossenen Drahtes erfihrt.
Der Abstand d vom Kreismittelpunkt zum Draht sei stets grofler als der Radius a des Kreises.
Dabei sollen folgende Fille behandelt werden:

a) Die Leiterschleife und der gerade Draht liegen in der gleichen Ebene.

b) Der gerade Draht liege auBlerhalb der Kreisebene, aber parallel zu ihr, wobei sich der
Mittelpunkt des Kreises senkrecht unter dem Draht befinde.

Hinweise

(i) Es gilt

2w

COS 2m 1 .
——dp=— —1) fire<1.
/1—ecosg0 7 e(\/1—52 ) fire

0
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(i1) Es gilt

2w

1 2m
———dp = .
/1—1—62008290 7 V14 e

0

Aufgabe 15
Betrachtet werde ein stromfreies Gebiet {2 mit der Magnetisierung M (z).

a) Leiten Sie aus den Grundgleichungen der Magnetostatik die Gleichung

£Aw) = =T o)

fiir das Vektorpotential her. Dabei sei

Jam(x) := crot M(x).

b) Zeigen Sie fiir die Losung

/M xgrad" ‘d

jener Gleichung, dass sich A folgendermalien schreiben ldsst:

A(:L")—/r(?t ,| / | ,| )dwx/.
xT—x r—x
Q

Dabei bezeichnet v die duB3ere Einheitsnormale.

¢) Berechnen Sie mit Hilfe der zweiten Formel aus Aufgabenabschnitt b) die GroBen B(x)
und H (z) der homogen magnetisierten Kugel mit

M () Mye, fir |z| <R
x) =
0 fir |z|>R.
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Aufgabe 16
Sei C(t) ein geschlossener Pfad, der sich in der Zeit verandern darf, und f(x, t) sei ein Kraftfeld.
Die elektromotorische Kraft £(¢) zum Zeitpunkt ¢ ist definiert durch

e(t) == ]{ f(@,) dx .
C(t)

q

Zeigen Sie, dass aus
_ 0B(z,t)
ot
fiir eine vorgegebene, zeitabhingige Fliche S(t) die Gleichung

d
% (B(z,t),v(x)) dw,

S(t)

rot F(z,t) =

Eem(t) =

folgt, bestimmen Sie die spezielle elektromotorische Kraft e.,,,(¢) und interpretieren Sie die in
dem Ausdruck von e, (t) auftretenden Kraftterme f.,,,(z, ).

Hinweis: Gegeben sei ein Vektorfeld Q(z,t) und eine Fliche S(¢) mit Randkurve
C(t) := 0S5(t). Die Normale v(t) bilde mit der Orientierung von C'(¢) eine Rechtsschrau-
be. Ferner veréndere sich die Fldche S(t) mit der Geschwindigkeit v(x, ¢). Dann gilt

d 0
= [ (@), v)dw = /(a_?’”) dw + /(v,u)div@dw - 7{((@ X Q),7)ds.
5(t) 5(t) S(t) C(t)
Aufgabe 17
Magnetische Monopole
Eine hypothetische magnetische Ladung ¢,,, erzeugt das Feld
m
B(LL’) = T_3€r .

In einem elektromagnetsichen Feld erféhrt sie die ,,Lorentzkraft”
1
F=¢u,(B—-vxB).
c

a) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ruhe eine magnetische Ladung ¢,,, im Ursprung und eine elektrische
Ladung ¢. an der Stelle ry. Zeigen Sie, dass dann die Ladungen fiir alle Zeiten ruhen.

b) Sei zy = (0,0, |zo|). Berechnen Sie den Drehimpuls

Are

L—/xxL(ExB)dx
R3

des durch das Paar {q,,, ¢.} erzeugten elektromagnetischen Feldes.
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c) Geben Sie eine Quantisierungsbedingung fiir die elektrische Ladung ¢. bei vorgegebener
Monopolladung ¢, an, falls

h
Lzzin,nEZ,

gilt.

Aufgabe 18
Durch

e(w) ::ep—|—4m‘g, weR, :={zeR|z>0},
w

ist eine komplexwertige Dielektrizitdtsfunktion e definiert, die sowohl die Dielektrizititskon-
stante €, € R’ der Polarisationsladungen als auch die Leitfdhigkeit o € R enthilt. Wir setzen
voraus, dass die kartesischen Komponenten der E- und B-Felder rdaumlich und zeitlich geméal

exp(i(k,z) — iwt)

variieren, das Ohmsche Gesetz in der Form
j=ok

und i = 1 gilt.

Anmerkung:

Wir schreiben hier
3
(f,9):==Tfg:=>_ figi
i=1

fiir komplexwertige Funktionen f;, g; (im Unterschied zu dem iiblichen inneren Produkt
komplexwertiger Funktionen).

Beachten Sie, dass k = k; + ik, mit ky, ks € R3 ist.
a) Leiten Sie, ausgehend von den Maxwell-Gleichungen, die Beziehung
(k,Ep) =0
her.

b) Seien k; und k5 parallel. Wie sind k;, £/ und B gerichtet? Welche Phasenbeziehung be-
steht zwischen F und B? Wie lautet die Dispersionsbeziehung |k (w)|?
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Aufgabe 19

Bei hinreichend niedriger Dichte ldsst sich die dielektrische Wirkung eines atomaren Systems
durch das Modell eines anharmonischen Oszillators beschreiben. Dabei betrachten wir ein ge-
bundenes Elektron in einem rdumlich konstanten Feld

Epe™™t mit E, € R?,

und schreiben

a)

b)

o (t) 4+ ya' (t) + wiz(t) = EEoe_i“t, mit 7 € R?.
m

Berechnen Sie, unter der Voraussetzung, dass alle Elektronen zur Polarisation den glei-
chen Beitrag liefern, die Polarisation P und die Verschiebungsdichte D). Bestimmen Sie,
mit

und
D(w) = e(w)E(w)
die GroBen x(w) und e(w). Skizzieren Sie den Real- und den Imaginirteil von ¢(w).

Betrachten Sie die Dispersionsbeziehungen des Systems bei verschwindender Absorption
(7 — 0). Berechnen und skizzieren Sie den Real- und Imaginirteil von k(w).

In einem vereinfachten Modell eines Metalls werden die in Aufgabenteil a) beschriebenen
Elektronen nun als ungebunden betrachtet. Bestimmen Sie nun, mit Hilfe der Maxwell-
Gleichungen, die Leitfahigkeit o(w) € C und

o(w)

€(w) == €y(w) + 4mi -

Berechnen Sie und skizzieren Sie k(w).
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