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1 Banachriaume und Distributionen

1.1 Funktionenraume

Sei « ein Multiindex, wobei
n
a=(aq,...a,) €EZ", a; >0, |a| := Z&j,
j=1

und

ol £(
D () o 2@

T 0x8 .. Ozon
Wir schreiben auch
D f(x) = 9.0 f ()
mit
[6%) O aai
O f(x) i= 5 ().

2

1.1.1 Stetige und differenzierbare Funktionen
Sei {2 C R™ eine offene Menge und k € Ny. Wir schreiben
C%Q) :={f : Q — K| f ist stetig} ,
C*(Q) := {f : Q — K| f ist k — mal stetig partiell differenzierbar}
C>=(Q) = C*(Q).
k=0
Die Menge
supp [ = {z € Q[ f(z) # 0}

wird als Tréger von f bezeichnet. Damit definieren wir

CY(Q) := {f € C°(Q) | supp f ist eine kompakte Teilmenge von 1}
und

CH(Q) == C*( Q)N CYQ) fiir k € NU {oo}.
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Beispiel
Die Funktion g : R” — R mit

1
exp(—————) fir |z| <1
g(x) = 1— [af?
0 fir |z|>1

gehort zu C§°(R™).

Ferner sei
C%Q) :={f : Q — K| f ist auf Q stetig fortsetzbar}
CHQ) ={f: Q= K|D*f € C°(Q) fiiralle || < k}.
Fiir auf einer Menge S definierte beschrinkte Funktionen g : S — K sei

19lsup := sup | f ()]
z€eS

Der Raum C*(Q) ist, fiir eine beschrinkte Menge 2 C R", mit der Norm

1Fllex@ = Y 11D Fllsup

o<k

ein Banachraum.

Holder-Riaume

Sei {2 C R" eine offene beschrinkte Menge und s € R’ mit

s = [s] + {s},
wobei [s] € Npund 0 < {s} < 1. Ferner sei

0 O Def(x) — D~
(@) = {f € CUQ) | fllow = I Flowa + > supﬂ' / |<$>_y|{s}f W)l ¢ o)
|af=[s] WYE
zFy

Wir schreiben, mit k := [s] und A := {s}, auch C** () statt C*((Q).
Fir 0 < s < 1 heif3t

hol, (£, Q) = sup L& =S

=TI A
Holder-Konstante von f auf (2 und
lip(f, ) := holy(f, Q)
Lipschitz-Konstante.
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1.1.2 Integrierbare Funktionen
Es sei (M, B, 1) ein MaBraum und f : M — K eine p-messbare Funktion. Ferner sei
M

inf  sup |f(z)| fir p=o0
w(N)=0 ze M\N

</|f|pdu>i fir 1<p<oo
1l =
f

und fiir 1 <p < o0

LP(u) :={f: M — K| fist u — messbar und || f||z» < o0} .

Da auch eine abzihlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist, gibt es eine -
Nullmenge NN, so dass

sup [ f(x)] = [ fllz~ -

zeM\N

Ist Q C R™ eine offene Menge, so nennen wir eine Funktion f lokal integrierbar hinsichtlich €2
und schreiben f € L}, (), falls f|, € L'(K) fiir alle Kompakta K C €2 ist.

loc

Lemma 1.1 Holder-Ungleichung
Sei 1 < p,p < oo mit

1 1

p p
Ist f € LP(p) und g € L¥ (), so ist fg € L' (1) und es gilt

1fglle < [ fllze - llgllzs - (L.1)

Beweis: Das Produkt f ¢ ist messbar. Fiir p = 1 ist p’ = co. Da
[(f9)(@)] < [lgl[ze|f ()] fiir fast alle z,

ist fg € L'(u). Die Aussage fiir den Fall p = oo ldsst sich ebenso zeigen. Weiterhin ist die
Aussage fiir die Fille || f||.» = 0 oder ||g]|;,» = 0 klar.

Demnach beschrinken wir uns nun auf 1 < p < oo, ||f||z» > O und ||g||;,» > 0. Fira,b > 0
gilt die Youngsche Ungleichung

1 1.
abg—ap—l——/bp.
p p
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Diese ldsst sich, wiederum fiir ¢ > 0, b > 0, mittels
1 1 /
log(ab) = loga + logb = —log a” + — log b”
p p
und, wegen der Konkavitét des Logarithmus, mit

1 1 / 1 1
—loga? + —logb” <log(—a”+ —0")
p p p p

herleiten.

Setzen wir nun

@, o)
1" gl

so erhalten wir

[f@e@) _ [f@F 9@
Ao llgllir — pIAIZ  pllgll?,

Zumal die rechte Seite integrierbar ist, folgt hieraus, dass fg € L'(u) ist. SchlieBlich ergibt
sich

JIf@g@)dp _ L [1f@)Pdp 1 [lg@)dp 1 1

1
= — < -4+ —=1.
Iflellgllr — 2 IS gl p oy
O
Lemma 1.2 Minkowski-Ungleichung
Seil <p<oo. Sind f,g€ LP(u), soist f +g € LP(u) und es gilt
1f+gllee <N fllee +1gllre - (1.2)

Beweis: Fiir p = 1 und p = oo folgt dies aus der punktweisen Dreiecksungleichung. Weiterhin
gilt, fiir 1 < p < oo,

[f+ 9l < (1f1+ gD < 227 f P + 1glP)

und demnach f + g € LP(u).
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Diese Ungleichung lésst sich folgendermallen zeigen:

Da h(z) = 2P fiir p > 1 konvex iiber R, ist, gilt
1 1 1 1 1 1
- ZalP < |2 ZlallP < Z1F1P 4 2P
5f + 59 < 51+ SlallP < 5117 + 5l
und demnach

1 1 _ _
£+ < SI2fP + 5120l =27 f P + 2 g

AuBerdem gilt

|f+gl” < SIS+ gl +[gllf + gl
Ferner sind | f|, |g| € LP(x) und, mit

1 1
-4+ = =1,
p p

|f + g|P~* € L (). Demnach erhalten wir, gemiB der Holder-Ungleichung,

/\f+g|p dp < || fllzelllf + gl" Ml + Ngllzellf + 9Pl =

— 1l + gl ) / 4 gl du) s

O
Seien f, g € L}, (R™) mit der Eigenschaft, dass ¢(.) f(z —.) € L*(R™) und
/ ‘g ‘ dy € Lloc(Rn)
Dann bezeichnen wir f x g als Faltung (=Konvolution) von f und g. Es gilt
(f o) /f e~ y)dy = [ fa = ylgla) dy = (g )(a). (13)
Rn

Definition 1.3 Sei o € L'(R"™) mit

© >0 und /gp(as)d:ﬁ:l.

R
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Weiterhin sei € > 0 und

pelz) =€)
Dann heifst () Dirac-Folge zu .

Fiir f € LP(Q), 1 < p < oo, setzen wir

f@) = (f % p0) (@) = / F@)edz —y) dy

|lz—y|<e
Beispiel
Sei ¢ : R — R mit
cexp(—————) fir |z| <1
o(z) = 1 —[z[?
0 fir |z|>1

und einer Konstanten c. Dabei werde ¢ so gewihlt, dass

/cp(x)dxz / o(x)dr =1.

NG lz|<1

Dann ist () eine Dirac-Folge.

Satz 1.4 Seil < p < .
a) Ist f € LP(R™) und () eine Diracfolge, so gilt f. := f x p. € LP(R") und

11_{% ”f - feHLp =0.

b) Ist Q) C R™ offen, so ist C§°(Q2) dicht LP(2).

1.1.3 Punktmengen im R" und Untermannigfaltigkeiten

Partition der Eins

Wir bezeichnen (U;);en als Uberdeckung von Q C R™, falls

aclJu.

1€EN
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(i) Die Uberdeckung heift lokal finit, falls zu jedem x € €2 eine Umgebung B, (r) existiert,
so dass

{i e N|U; N B(z) # 0}
endlich ist.
(ii) Sind U; offene Mengen, so wird die Uberdeckung als offene Uberdeckung bezeichnet.

(iii) Wir nennen (1;);en Partition der Eins, oder Zerlegung der Eins, auf € zu einer lokal
finiten offenen Uberdeckung (U;);cn, falls

ni € Co°(Ui), m >0, Zmzlaqu.

ieN
Beispiel einer Teilung der Eins
Sei g : R — R mit
exp(— fir |t <1
P
0 fir |t]>1

und

G(t):=) glt—k).

Es gilt g € C°(R), G € C*(R),
G(t) #0 firallet € R
und
G(t)=G(t—k) furallet €« Rundalle k € Z.

Weiterhin sei

h(t) == % fiurallet € R.

Fiir diese Funktion gilt h € C§°(R), supph = [—1, 1] und

> h(t—k)=1 firallet € R,

kEZ
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Mit p = (p1, ..., pn) € Z" und € > 0 erhalten wir eine Funktion
n S WL
Npe - R" = R, 2+ npe() :Hh(?—pl). (1.4)

Es gilt ,. € C§°(R™)

Z Npe(z) =1 fiir alle z € R"

pEL™
und

suppfpe = {x € R" | |x; — pe| < efiirl =1,....,n}.
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Kompakta mit glattem Rand

Definition 1.5 Sei K C R" kompakt. Dann wird K als glatt oder C*-berandet bezeichnet, falls
es zu jedem Randpunkt vy € OK eine offene Umgebung U C R" und eine Funktion ) : U — R
mit ¢ € CY(U) gibt, so dass

(i) KNU ={xz e U|y(z) <0},

(ii) grad ¥ (x) # 0 fiir alle x € U.
Es 148t sich zeigen, dass dann

OKNU ={zeU|y(x)=0}

gilt. Demnach ist der Rand eines Kompaktums K C R”" eine kompakte (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R".

Ist M C R" eine Untermannigfaltigkeit und xy € M ein Punkt, so schreiben wir 7, M fiir die
Menge aller Tangentialvektoren an M in xy.

Lemma 1.6 Sei K C R" ein C'-berandetes Kompaktum. Dann existiert genau ein Vektor
v(xo) € R™ mit den Eigenschaften

(i) v(xo) steht senkrecht auf T,,(0K),
(ii) |lv(zo)ll = 1,
(iii) Es gibt ein € > 0, so dass

zo +tv(a) ¢ K fiirallet € (0,¢). (1.5)

Ein Vektor v(x) mit diesen Eigenschaften wird als duflerer Normalen-Einheitsvektor von K
im Punkt x( bezeichnet.

1.1.4 Banach- und Hilbertraume

Der Raum L°°(u) und, wie der Satz von Fischer-Riesz zeigt, die Rdume L”(u), 1 < p < oo,
sind vollstandig.

Ein normierter Raum, der vollstdndig hinsichtlich der induzierten Metrik d(z,y) := ||z — y||
1st, heiBt Banachraum.
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Ist X ein K-Vektorraum und (.,.) : X x X — K eine Sesquilinearform, dann wird (.,.)
Skalarporodukt genannt, wenn die Sesquilinearform positiv definit ist. Falls (.,.) ein Skalar-
produkt ist, wird (X, (.,.)) Prd-Hilbertraum genannt. Mittels ||x|| := \/(x, z) ist auf einem
Pri-Hilbertraum eine Norm definiert.

Ist (X, (.,.)) ein Pria-Hilbertraum und der normierte Raum (X, ||.||), mit x| = +/(z, ),
vollstéindig hinsichtlich der induzierten Metrik d(z, y) := ||x — y||, so ist X ein Hilbertraum.

1.1.5 Sobolev-Riume

Sei 2 C R" offen. Eine Funktion f(®) € L! () nennen wir Distributionsableitung (oder
schwache Ableitung) D® von f, wenn

/f<a><,pdx: (—1)'0‘/fD°‘god:p fiir alle € C5°(€2) (1.6)
Q Q

gilt.

Definition 1.7 Sei 1 < p < oo und k € N. Dann sei verstehen wir unter dem Sobolev-Raum

whe(Q)
WEP(Q) := {f € LP(Q) | D*f existiert und ist in LF(Q) fiir alle o mit |a| < k}

und unter der Norm ||.||yx.p(0)

D=

| fllwrer) == Z /IDO‘f(x)|pd:p

lo|<k o

Ferner sei

HE(Q) o= O () N Wha(g) e
und
H(l;:vp(Q) e Wll“wk,p(gb .
Eine offene Teilmenge U C R™ heifit (bogenweise) zusammenhdngend, wenn je zwei Punkte

a,b € U durch eine Kurve verbunden werden konnen. Unter einem Gebiet ) wird eine offene
zusammenhdingende Teilmenge {2 C R™ verstanden.



TH Niirnberg 14

Ist Q C R” ein beschrinktes, C'-berandetes Gebiet. Dann sei
WoP(Q) = {f € W'(Q)] flon = 0}

Dabei werden die Randwerte als Grenzwert in LP(0$2) gemdf3 Satz 1.8 verstanden.
Es gilt dann auferdem W, (Q) = Hy?(Q).

Satz 1.8 Sei Q) C R" ein beschriinktes, C'-berandetes Gebiet. Dann gibt es eine Konstante c,
so dass

[f o) < cllfllwrri fiiralle f e C=(9) (L.7)

gilt. Nun sei 1 < p < oo und f € W'P. Nach (1.7) gibt es (f;)jen C C*(Q) mit f; — f
in WP (Q) und einem Grenzwert in LP(0S2). Diesen Grenzwert bezeichnen wir ebenfalls mit f
und bezeichnen ihn als Randwert von [ in W?(Q). Auflerdem existiert eine Konstanten c, so
dass

1£llzoo0) < cllfllwraq fiiralle f € WH(Q) (1.8)

gilt.

Anmerkung
Sei k € Ngund 1 < p < oo. Ferner sei {2 C R” offen. Wir betrachten den Raum
X ={fe Q) |fllx <oo}

mit der Norm

1fllx = D 10 Fllzoey

o<k
und die Vervollstindigung von X hinsichtlich ||.|| x,
yll-Hx .

Ist (f;)jen C X Cauchy-Folge, dann ist (0* f;); Cauchy-Folge in L”(£2). Da L?(£2) vollstindig
ist, gibt es eindeutig bestimmte Funktionen f(*) € LP({2) mit

°f; — f in LP(Q).

In [40] wird gezeigt, dass, fiir {2 C R" offen, K € Nund 1 < p < oo,
H"P(Q) = WEP(Q)

gilt.
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Beispiele
(i) Sei
f:(-1L1) =R, z~|z|.
Dann gilt f € W2((—1,1)).

(i) Sei Q:={z € R?||z| < 1} und

1
f:Q—=R, z—Inln—.

]

Dann gilt f € W2(Q).

Sei Q2 C R", Dann wird zu einem Sobolev-Raum W™?(Q2), m > 0,1 < p < oo, wird die Zahl

m__
D

als Sobolev-Zahl bezeichnet.
Zu den Einbettungssitzen von Sobolev- in Holderrdumen gehort die folgende Aussage:

Sei (2 C R™ offen, beschrinkt und mit einem einem Lipschitz-Rand 0f2. Ist

m—ﬁ:k—i-a, 0<a<l,
p

so existiert die Einbettung
J: W™P(Q) — CH(Q)

und ist stetig. Demnach existiert zu u € W™P?(Q) eine Funktion aus C**((2), die f. ii. mit u
tibereinstimmt, ! so dass eine Konstante C' = C'(€2, n, m, p, k, o) existiert mit

lull o) < Cllullwme @)

IDjese wird hier ebenfalls als Funktion u bezeichnet
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1.2 Distributionen

Sei €2 C R" offen,
D(Q) = C5° ()
und (p;);en, C D. Wir schreiben
Yi ¥
falls
(1) ein Kompaktum K C (2 existiert, so dass

supp(yp;) C K furalle j € Ny,

supp(p) C K

und

(ii) die Folge (D%¢;)en, fiir j — oo, fiir alle & = (v, ..., ) € Z", «; > 0, gleichmaBig
auf K gegen D*p konvergiert.

Definition 1.9 Eine Distribution ist eine stetige lineare Abbildung
T:DQ) =K, p—T(p),
wobei
a) die Linearitdt
T(Ap + pb) = XT(p) + pT' () fiir A, p €K, ¢, ¢ € Cg°(Q)
b) und die Stetigkeit
T(py) = T(p) fir v; — ¢

bedeutet.

Die Gesamtheit der Distributionen wird mit D'(S)) bezeichnet.

Fiir Distributionen 11,5 schreiben wir 1) =T, wenn

Ti(p) = Ta(p) fiiralle p € C3°(£2) .
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Unter dem Triiger einer Distribution 7' € D'(2) verstehen wir die Menge aller Punkte = € (,
fiir welche die Einschiankung von 7" auf

QN{yeQ|ly—z| <o} firalle § € (0,00)
ungleich der Nulldistribution ist.

Definition 1.10 Als £'(Q2) wird die Gesamtheit der Distributionen aus D’ ()) mit beschrinktem
Trager in §) bezeichnet.

Definition 1.11 Unter S(R") verstehen wir den Raum der Funktionen ¢ € C*°(R"), die der
Bedingung

lolles = sup (|z[* + 1) Y |D*p(z)| < 00, k,1 €Ny, (1.9)

TL
2eR la| <1

geniigen. Mit Hilfe der Norm ||.||; schreiben wir
Yi g ¥

falls
le; — @llky — 0 fiir j — oo

gilt.

Die Gesamtheit der stetigen lineare Funktionale auf S(R™) wird mit S’(R™) bezeichnet. Der
Raum S'(R™) wird Raum der temperierten Distributionen genannt.

Eine Distribution 7 € D'(2) heiBt reguliir, wenn ein f € L;,, existiert, so dass

loc

/f x)dz fir o € C5°(92) . (1.10)

Distributionen, die nicht regulir sind, werden singuldr genannt.
Es gilt

&'(R") c S'(R") ¢ D/(R).
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Beispiele
(1) Die durch
Ozo () = p(x0), w0 €R™, 0 € C7°(R"),
definierte 9-Distribution ist singulir.
(i1) Sei

1
f:00,1) >R, z+— —.
T

Dann gilt f € L},.((0,1)) und T} nach (1.10) ist eine reguldre Distribution.

loc

Definition 1.12 Seien T;,7 € D'(R"), j € Ny. Dann bedeutet die Konvergenz der Folge
(Tj)en, gegen T in D', d. h.

T; — T,
D/
dass

Ti(p) = T(p) fiiralle p € D(R").

Beispiel

Sei f € L'(R™) mit

/f(a:) d"z =1

und fiir € > 0 seil

) = S5,

€
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Abbildung 1.1 Funktionen f, fiir verschiedene ¢

Weiterhin sei durch 7' eine regulire Distribution erklért. Dann gilt
YﬁfE 5/—)50 ﬁire\O,

d. h.

li{‘%/fe(x)¢(x) d"x = do(p) = p(0) fiiralle ¢ € D(R").
R

Definition 1.13 Fiir T' € D'(S?) sind Differentiation und Multiplikation mit einer Funktion
f € C§°(Q) definiert durch

(DT)(p(x)) = (1) T (D ()

und
(fT)(p) = (f(2)T)(p) = T(f(2)p(x)) .

Die Addition zweier Distributionen Ty, Ty € D'(S2) ist durch
Ty + A To)(9) = MTi(e) + MaTa(p), A, A €K,

erkldrt.
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Faltung von Distributionen

Seien ¢ € D(R"), f, g € Li,.(R™) mit der Eigenschaft, dass g(.) f(z — .) € L'(R") und

/ 9(9)f (@ — ) dy € L (R™).

Nach dem Satz von Fubini gilt

<f*g,so>:/<f*g ) de = // 1€ — y) dy)ol€) de (111)

/ /ffy dfdy—/ /f o+ y) d) dy

/ F@)g(w)e(x +y) drdy = (F(2) © g(y), oz + 1))

R™ xR™

Sei € D(R") eine Funktion mit 77| y = 1 fiir eine offene Menge M, die supp g enthélt. Dann
wird die Faltung f * g zweier Distributionen f € D'(R") und g € £'(R") mittels

(fxg,0) = (f(x)®g(y),ny)e(r +y)), mity € D(R"). (1.12)

definiert. Dabei schreiben wir fiir ein Funktional f auch, wie hier (f, ) statt f(¢).
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1.3 Die Fouriertransformation

Im folgenden Abschnitt wird die Fouriertransformation fiir Funktionen aus S(R™), Distributio-
nen aus &'(R™) und fiir Funktionen aus L*(R").

Satz 1.14 Sei ¢ € S(R") und

(Fp)(€) = /e_i(x’g)go(x) dx . (1.13)

Rn

F¢ wird die Fouriertransformierte der Funktion @ genannt. Es gilt
F:SR") —- S[R")
und

DY(Fg) = (—i)* F(z%p), (1.14)

EFp = (—D)IF(D). (1.15)
Die Konvergenz
Yig ¥
impliziert
Fo, — Fo.
Pj ? ¥

Ferner ist F' bijektiv und

(F71p)(¢) = /ei(x’f)go(x) dx, ¢ € SR"). (1.16)
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Satz 1.15 Sei T' € S'(R™) und

(FT)(¢) :=T(Fy), »€SR"), (1.17)
(FT'T)(p) =T(F '), p€SR"). (1.18)
Dann ist

F:S8'R") — S'(R")
bijektiv und

F'FT=FF'T=T, TecSR". (1.19)
Mit T gehiren auch x*T und DT zu S'(R™) und es gilt

F(D°T) = il*lz*FT (1.20)
sowie

F(2°T) =i D(FT). (1.21)
Die Fouriertransformation ldsst sich auch auf L?*(R"™) definieren.

Satz 1.16 Die Fouriertransformation F und die inverse Fouriertransformation F~* als lineare
Operatoren in S(R™) besitzen jeweils eindeutige Fortsetzungen F und F~' auf L*(R™). Zudem
sind F und F~" stetige, lineare, unitire Operatoren auf L*(R™) und

FF'f=F'Ff=f fir f € L*(R"). (1.22)

Anmerkung
Seinen H; und Hs Hilbertrdume und V' : H; — H, ein linearer Operator. Dann heif3t 1/
(1) isometrisch, falls
IVllm =[],
gilt.

(i) wunitdr, falls V isometrisch ist und D(V') = H; und R(V') = H, gilt.
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1.4 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ferner gelte

M= v,

1<5<m
T; C RF, j =1,...,m sei offen und
;1T =V, CM,j=1,..,m,

seien Karten. Zu der Uberdeckung (V;);<;<,, existiert eine untergeordete, lokal-integrierbare
Teilung der Eins (a;)1<j<m, wobei

aj : M —=R,j7=1..m.
Unter g; verstehen wir die Gramsche Determinante

g = det(g,,)

beziiglich ¢;, wobei der Maftensor (g,,,) aus Funktionen g,,, : 7' — R, 1 < v, u < k mit

Gou(t) = (3;(;), agt%

besteht.

Beispiel

Um den MaBtensor (g,,,) fiir riumliche Polarkoordinaten zu bestimmen, definieren wir fiir ein
festes a € R die Halbebene

H, = {(rcosa,rsine, z) |r € R}, 2 € R}
und die Punktmengen

T :=R*\H,
und

Vi={(rv,o) eR|r>00<d<m a<p<2r+al.
Mittels

¢o:T =V, (rd,¢)— (x,y,z) = (rsind cos @, rsindsin ¢, r cos )
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erhalten wir fiir die Funktionalmatrix

sindcosp rcosdcosy —rsindsing
Do(r,9,¢) = | sindsing rcosdsing rsindcosy

cos v —rsind 0
Zumal
(9u) = (D) (D9),
folgt, mit
1 0 0
G =10 % 0 ,
0 0 r?sin*?
dass
Vg =rsind.

Definition 1.17 Eine Funktion f : M — R heifit integrierbar iiber M, falls f‘v., jg=1,...m,
J
integrierbar ist, was wiederum bedeutet, dass

t= fleit)y/g;(t), j=1,...m,

liber T} integrierbar ist. Mit

/ (@) dw, = 2 / oy (2) f () oy (1.23)
und

/Oéj(x)f(x) dusy = /Ozj(soj(t))f(soj(t))\/gj(t) d*t (1.24)

M T

ist die Integration von f iiber M erkldrt.
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Im Rahmen der Potentialtheorie tritt die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel auf.
Daher sollen nun einige Begriffe und Ergebnisse zu diesem Thema zusammengefasst werden.

Volumen und Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel

Sein > 2, K, := {x € R"||z| < 1} die n-dimensionale Einheitskugel und S,,_; = 0K, die
(n — 1)-dimensionale Einheitsspére. Fiir das Volumen 7,, von K, gilt nach dem Cavalierischen
Prinzip

1

Tn = Tpn—1 /(]- - t2)nT_1 dt .

-1

Statt

s

3
/ cos" x dx
0

kOnnen wir auch

sin” z dx

o\
(VB

betrachten. Fiir

Cm =2 | sin"xdr, meN,

=
ME]

gilt

m—1 .
co=m, cp =2 und ¢, = Cm—2 flirm > 2.
m

Somit erhalten wir

k
2m —1
CQk:TrH om )

m=1
k
2m
C2k+1=2H om + 1
m=1

und folglich

2
Cp—1Cp — — .
n
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Wegen
Tn = Tp—1 "' Cp

ergibt sich daher die Rekursionsformel

2
Th = — Tnpn—2.
n

Mit Hilfe der Gamma-Funktion ldsst sich auch

™

T/ 9N 0 GN,
rez+1) "

Tp =

schreiben. Die Oberfliche w,, der Einheitskugel ist definiert durch

Wy = VOln,1<Sn,1) .

Es gilt
1 1
mn n—1 wn
Ty = dr = |[( dw,)dr = [ wr™ dr =
n
|z|<1 0 |z|=r 0
und demnach
nmwe o2

wn:nTn: g

26
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1.5 Integralsitze

Unter K C R" vestehen wir ein kompakte Teilmenge mit glattem Rand und unter v : 0K — R"
die duBere Einheits-Normale.

1.5.1 Der GauBsche Integralsatz

Interpretation des GauB3schen Integralsatzes

Der im Gauf3schen Integralsatz dargestellte Zusammenhang lédsst sich fiir ein Kompaktum
K C R3 folgendermaBen veranschaulichen:

Abbildung 1.2 Feldlinie und Oberflache

Das Oberfldchenintegral des Vektorfeldes f

/(fm COS<V7 131> + frz COS(V7 I2) + f:]c3 COS(V7 .7}3)) dwm
A

wird der Fluss des Vektors f durch die Fliche A genannt.
Statt dieses Oberfldchenintegrals des Vektorfeldes f schreiben wir auch

[ @) o= [ i) d

A

Sei f = f.,. Sind f; und f; die Werte des Vektorfeldes auf dA; bzw. dA,, so erhalten wir
ficos(vy, w3) dA; + facos(va, x3) dAy = (f1 — f2) dxydy

da L(v1,x3) = @1 und £L(vo, x3) = T — ¢y ist.
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] P
dA,
g
an~_ |
/ X
v /‘J:
2 /\—
7 dx,
dx, i
Abbildung 1.3 Querschnitt
Zumal
22
Of (w3)
Ji—fa= dx3
or 3
ne
gilt, folgt

j{fcos(u, x3) dw, = / 8](;(;33) .

Insgesamt erhalten wir

/div (@) d%z/(f(x),u(x))dwx.

K oK
Dabei ist die Divergenz div gegeben durch

: ~ Ofey | Ofs, | Ofuy
div f(x) n 81’1 + a,I'Q + al‘g )

Demnach ist die Gesamtergiebigkeit der in K vorhandenen Quellen, gegeben durch

/ div f(z) d*z,

K

gleich dem Uberschuss

[ fla)des.

28
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Herleitung des Gaufischen Integralsatzes

Lemma 1.18 Sei U C R” offen.
(i) Ist f € C3(U), dann gilt

/mdnﬂv:Oﬁirlgign.
8:61'
U

(ii) Sind f € CY(U) und g € C3(U), dann gilt

o 0
[ 4D g@yare = [ 1028 v firr <i<n.

U U

Beweis: Da fg € C3(U) und
fg) _of

. ag
3@»

+f

gilt, folgt die Aussage (ii) aus (i).

29

(1.25)

(1.26)

Setzen wir die Funktion f in Aussage (i) durch 0 auf R™ fort, wihlen ¢ = 1 und ein R € R so,

dass
supp f C [-R, R]",
so erhalten wir, fiir ein festes (22, ..., z,) € R 1,

0 o
/8_-1]'[1(1'17 ,:lin) dr, = f(xlax% ""x”)‘m:i‘? =0
R

und demnach

of

a—xl(a:l, ey ) dy..dxy, = 0.

R’!L
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Lemma 1.19 Sei U’ C R" ! offen und I C R ein offenes Intervall. Ferner sei
g:U — 1

eine Funktion mit g € C*(U'),
A={(2",x,) €U x Iz, < g2},

und
B:={(a,z,) €U xI|x,=g(x)}.

Ist f : U' x I — R eine Funktion aus C} (U’ x I), dann gilt

/ 01 / F@)v() dw, (1.27)

8x,~
A

wobei

vi(z) = —(1+ |grad g(«')|*) 2

Vo = (1 + |grad g(z')]?) "7,

mit x = (21, ..., x,) und ¥’ = (1, ..., Tp_1)-

Satz 1.20 Sei U C R" offen und
f:U—=R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Weiterhin sei K C U eine kompakte Teilmenge mit einem
Rand OK der Klasse C' und v : 0K — R" das duf3ere Einheits-Normalenfeld. Dann gilt

/ div f(x)d"z = /(f(x),l/(x))dwm (1.28)

K 0K

Beweis: Da K kompakt ist, existiert zu jeder offenen Uberdeckung von K,
U UZ )
i€N

mit offenen Mengen U; C R", eine endliche Teiliiberdeckung.



TH Niirnberg

Entweder ist

oder wir konnen

U; = U’ x (a,b), miteiner offenen Menge U’ C R™" !,

schreiben, wobei
g:U — (a,b)

mit

UNK={(,x,) e U x (a,b) |z, < g(2') bzw. x,, > g(2')}.

31

Wie sich leicht zeigen lisst, existiert eine Zahl A > 0, so dass jede Teilmenge V' C R™ mit

V C K # () vollstindig in einem U; enthalten ist.

Sei
A
€= 5\/%

und (ape)pezn die in (1.4) beschriebene Teilung der Eins.

Ferner sei P die endliche Menge aller Multiindizes p € Z", so dass

supp (1pe) VK # 0.

Dann gilt
/div flz)d"x = Z/div (Mpef(z)) d"x
K PEP [

und

/ (@), vla)) doog = 3 / (e (@), () e

oK PEPYK
Demnach muss noch

[ div @) e = [ f@).v(w) de

K oK

bewiesen werden.

Ist U; C K\OK, so folgt die Aussage aus Lemma 1.18, sonst aus Lemma 1.19.

(1.29)

(1.30)

(1.31)
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1.5.2 Der Stokessche Integralsatz im R3

Satz 1.21 Sei U C R? offen und
f:U—=R?

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Weiterhin sei M C U eine zweidimensionale Unterman-
nigfaltigkeit, die durch ein Einheits-Normalenfeld v : M — R3 orientiert sei. Es sei K C M
ein Kompaktum mit einem Rand OK der Klasse C' und

7: 0K — R?

ein Einheits-Tangentialfeld, wobei 7(p) fiir alle p € K eine positiv orientierte Basis des Tan-
gentialraums T,(0K) bildet. Dann gilt

[ts.rvds = [vot f)do. (1.32)

oK K

1.5.3 Die Greenschen Formeln

Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet, fiir welches der Gaul3sche Integralsatz gilt. Ferner seien

u,v € C*(Q2). Wie sich mittels
f=vDu, w:= Du=gradu
und
div (vw) = vdiv w + (w, grad v)
herleiten ldsst, gelten dann
(1) die erste Greensche Formel

/vAudx—i—/(Du, Dv)dx = /v% dw, (1.33)

Q Q oN

und

(i) die zweite Greensche Formel

ou ov
/(UAU —ulv)dr = /(va — u%) dw, . (1.34)

Q o0
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1.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Sei 2 C R™ offen und 1 < p < oco. Ferner sei

C2(Q) == {u e C®(Q) |u e LX(Q), due L'(Q),i=1,..,n}

und fiir u € CF5,(§2) sei

=

n P
[ull1p == (HUHZL)P(Q) + H@'UHZ(Q)))
i=1
a) Zeigen Sie, dass ||. |1, eine Norm auf C79 (€2) ist.

b) Es sei (uy) C C79(92) eine Cauchy-Folge bzgl. der ||.||; ,-Norm. Zeigen Sie, dass genau
ein u € LP(€2) und genau ein f@ e LP(Q2), i =1, ..., n, existieren, so dass

lu = wrl| o) = 0 und Y 1 fD = g o) — 0
i=1
und
/u@igodx = —/f(i)godx fir alle ¢ € C5°(Q2)
Q Q
gilt. Wir setzen 0;u := f® und nennen d;u die Distributionsableitung von w.

c) Zeigen Sie, dass wenn diese Gleichung zur partiellen Integration mit u, f® € LP(€),
i=1,..,n,fiiralle p € C°(Q) gilt, soist £, im Sinne von L?(£2), eindeutig bestimmt.

d) Es sei
H"P(Q) := {u € LP(2) | zu v existiert eine Folge (u);) C CT9 () mit
|t — ug||Lr(y — O fiir £ — oo und ||uy — w[1p — O fiir k,1 — oo}
und

O = (LP—) lim Qyuy, firu € H'(Q).

k—o0

Zeigen Sie, dass HP(Q) mit der ||.||; ,-Norm vollstindig ist.
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Aufgabe 2
Sei

¢ [0,27] x [0, g] — R®
mit
(u,v) — ¢(u,v) = (cosu - cosv,sinu - cosv,sinw) .

Ferner sei F die durch ¢ gegebene orientierte Flidche, wobei die Orientierung so gewihlt ist,
dass der Normalenvektor v# im Punkt (0, 0, 1) die Richtung der positiven z-Achse hat. Weiter-
hin sei

w:R? = R® mit (z,y, 2) — w(z,y, 2) = (y, 2%, 2% +y?).
Zeigen Sie, dass das Oberfldchenintegral

/(rot w, vr) dw

]:

existiert und berechnen Sie dessen Wert.

Aufgabe 3
Gegeben seien das Kugelsegment

Gi={(z,y,2) eR*|2” + " + 2" <4,z > 1}
und das Vektorfeld
w:R3—>R37 (x,y,z)f—)V(x,y,z):<x,x+y’x+y+z)'

Sei v das duflere Einheitsnormalenfeld auf JG. Berechnen Sie das Oberflichenintegral

/BG(V,u)dw.

Aufgabe 4

Seik € N, 1< g < ocound G C RY offen. Ferner sei
[ fllog = £l yace

und

H"(G) = {u € LYG) | zuuI (u,) C C*(G) mit
D%u,, € LY(G) fir |a| < k,n € N,sodass ||u—uyllo, — 0 (n — 00) und

> D%ty = D®upllog — 0 (n,m — 00)} .

<k
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Zeigen Sie:
a) Istu € H*1(Q), so gibt es zu jedem o mit |a| < k genau ein u,, € L9(G) mit
|ta — DUy ||0,g —> 0 (n — 00).
Fiir diese u,, gilt:

(%) /uDaqﬁdx = (—1)°‘|/ua¢dx fiir alle ¢ € C°(G).

G G

b) Ist u € C*(G) mit D°u € LY(G) fiir |a| < k, soist u € H"Y(G) und (%) gilt mit
U, = Du.

¢) Sei fiiru € H*(G)

1
lullkg = (D IDullf )

| <k

mit DY := u,,.
Bemerkung: u,, heiit (starke) D“-Ableitung von u (aus L(Q)).

Zeigen Sie, dass hierdurch eine Norm erklirt ist, mit der H*9(() vollstindig ist.
d) Sei G :=[-1,1], k=1und 1 < g < co. Zeigen Sie, dass mit u(z) := |z| firz € G
u € HY(G) und /(x) = sgnx f.i.

gilt.
Hinweis: Fiir € > 0 sei ul9 := Vu? + ¢ — /e .

Aufgabe 5
Berechnen Sie die Fourier-Transformierten der folgenden Funktionen:

a) Sei
SR =R mit z+— e X[y
und r € RY.
b) Sei

f:R—R mit mr—>a:2x[071].
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2 Operatoren und Distributionslosungen

2.1 Kompakte Operatoren

Sind X, Y normierte K-Vektorrdume, so schreiben wir
L(X,Y):={T: X = Y |T ist stetig und linear} . (2.1)
AuBlerdem setzen wir

L(X) = L(X,X). 2.2)

Weiterhin ist fiir 7' € L(X,Y') der Nullraum von T' durch

N(T) = {z € X | Tz = 0} (2.3)
und der Bildraum von T' durch

R(T):={Tz €Y |z e X} (2.4)

definiert.

Definition 2.1 Ein Operator heifst kompakt, wenn er zur Menge

K(X,Y):={T € L(X,Y) | T(B1(0)) kompakt} (2.5)

gehort.

Satz 2.2 Einbettungssatz der Sobolev-Ridume H;"” in Holder-Rédume

Sei Q) C R" offen und beschrinkt. Ferner seim > 1, 1 <p <oound () < a < 1.
(i) Gilt
n
m——=k+a, 0<a<l,
p
so gibt es zuu € H"P(S)) genau eine stetige Funktion® u € C*+%(Q)), welche fast iiberall
mit u iibereinstimmt, so dass
||U||Ck+a(Q) < O n,m,,p, k, a)l|ul|gmeq) -
Demnach existiert die Einbettung
J: H'P(Q) — CF(Q)

und ist stetig.

Zhier ebenfalls als u bezeichnet
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(ii) Gilt

n
m——>k+a,
p

so ist die Einbettung
J: H"P(Q) — CF(Q)

kompakt.

Satz 2.3 Hilbert-Schmidt-Integraloperatoren

Seien () C R undQQ C R™ offen. Ferner sei 1 < p < oo, é—l—i =1lundl < q < o0
Auflerdem sei K (.,.) : Q1 x Qo — K messbar mit

1K = b//mmyww < o0.

1 Q2

Q=

Dann ist durch

=/K@wﬂw@
Qo

ein Operator mit
T € K(LP (%), L'(S1)) und [T < [|K]]

erkliirt.
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2.2 Die Theorie von Riesz und Schauder

Definition 2.4 Es sei T' € L(X). Dann verstehen wir unter der Resolventenmenge von T’

p(T)={ € C|INA —-T)={0} und RN -T) = X} (2.6)
und dem Spektrum von T'

o(T) == C\p(T). 2.7)
Das Spektrum wiederum wird in das Punktspektrum

0(T) = {\ € o(T)| N(AL — T) # {0}}. 2.8)
das kontinuierliche Spektrum

0 (T) == {N€a(T)| NN —=T)={0} und RO —T) # X , R\ = T) = X} (2.9)
und das Residualspektrum

o (T) = {N€a(T)| NN —T) = {0} und RN —T) # X} (2.10)

aufgeteilt.

Demnach ist A € p(T") genau dann, wenn A\ — 7" : X — X bijektiv ist. Wie sich leicht zeigen
lasst, ist auch die Umkehrabbildung stetig. Folglich gilt

RNT) =M -T) " € L(X). (2.11)
R(\; T) wird Resolvente von T genannt.

Ein A\ € 0,(T) wird Eigenwert und das zugehorige = € N (A — T') Eigenvektor und im Falle
eines Funktionenraumes X auch Eigenfunktion genannt. Der Raum N (A —T') heift Eigenraum
von 7" zum Eigenwert \.

Anmerkungen
(i) Istdim X < oo, so gilt o(T') = 0,(T).
(i) Istdim X =ocound T € K(X),sogilt0 € o(T).
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Satz 2.5 Der Spektralsatz fiir kompakte Operatoren nach Riesz-Schauder
SeiT € K(X):= K(X,X). Dann gilt

(i) Die Menge o(T)\{0} besteht aus abzdihlbar vielen Eigenwerten mit 0 als einzig mogli-
chem Hdufungspunkt.

(ii) Fiir A\ € C sei
ny = max{n € N|N((AI = T)" ') # N((M - T)")} € NU{oo}. (2.12)
Ist A € o(T)\{0}, so gilt
ny < 00. (2.13)
Die Zahl ny, wird Ordnung (oder Index) von X\ oder Riesz-Zahl genannt.

(iii) Riesz-Zerlegung
Fiir A € o(T)\{0} gilt die direkte Zerlegung

X=N((MN-T)")®R(NM-T)"), (2.14)
wobei

dim N((M = T)™) < 00 (2.15)

a(T)\{0} C a,(T)
gilt, folgt die Fredholmsche Alternative:

Satz 2.6 Ist T € K(X)und A # 0, so

(i) ist entweder die Gleichung
e —Tx =y fiiralley € X
eindeutig losbar oder
(ii) die Gleichung
A —Tx =0

hat nichttriviale Losungen.
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2.3 Die adjungierte Abbildung

Durch X’ wird der Dualraum L (X, R) des normierten Vektorraums X bezeichnet. Die Elemente
von X’ heiBen lineare Funktionale.

Definition 2.7 Seien X, Y normierte Riume, A € L(X,Y') und

" L(X,)Y)— LY X').
Dann ist durch

(A(y))(x) =y (A(2)), fiirze X,y €Y, (2.16)
der zu A adjungierte Operator (oder duale Operator) definiert.

Die Abbildung ’ ist injektiv, linear und stetig (Einbettung). Ferner ist " isometrisch.

Satz 2.8 Satz von Fredholm
Ist X Banachraum, T' € K(X) und X\ # 0, so besitzt das Gleichungssystem

e —Tr=y
genau dann eine Losung v € X, falls
' (y) =0 fiiralle ' € X'
fiir alle Losungen x' € X' der homogenen adjungierten Gleichung
' — T2 =0.
Im folgenden Abschnitt betrachten wir lineare Operatoren A : H — H in Hilbertrdumen H.
Unter D(A) C H verstehen wir jeweils dessen Definitionsbereich, unter R(A) jeweils des-

sen Bildmenge (oder Bildraum). Die Hilbertraum-Adjungierte kann mit Hilfe des Riesz’schen
Darstellungssatzes definiert werden.

Satz 2.9 Riesz’scher Darstellungssatz

Sei H ein Hilbertraum. Dann ist durch

J(@)(y) = (y,x) fiir v,y € H 2.17)
ein isometrischer konjugiert linearer Isomorphismus

J:H— H'

erkliirt.
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Setzen wir nun in Definition 2.7 voraus, dass X und Y Hilbertrdume sind, und
Rx : X — X' sowie Ry :Y =Y’
die Isometrien von Theorem 2.9 seien und A* durch
A" = R;(lA/Ry
erklart wird, dann ist A* € L(Y, X) und
(x, A"y)x = (Az,y)y firz e X,y e Y. (2.18)

Der adjungierte Operator A* von A ldsst sich auch fiir unbeschrinkte Operatoren auf dichten
Teilraume D(A) von Hilbertraumen erkléren:

Sind H; und H, Hilbertrdaume,
A:D(A) C Hi — H,
und
B:D(B)C Hy — Hy,
dann bezeichnen wir B als formal adjungiert zu A (und vice versa), wenn

(9, Af) = (Bg, f) firalle f € D(A), g € D(B). (2.19)

Sei g € D(B) und
Lyf = (g, Af) mit D(L,) = D(A). (2.20)

Weiterhin sei D(A) dicht. Das Funktional L, ist stetig. L, ldsst sich eindeutig auf H; = D(A)
fortsetzen und es existiert ein eindeutig bestimmtes h, € H; mit

(9, Af) = Lyf = (hy, f) fiiralle f € D(A). (2.21)

Sei
D* = {g € H,|das Funktional f — (g, Af) ist stetig auf D(A)} (2.22)

= {g € H|es existiert ein h, € Hymit (hy, f) = (g9, Af) firalle f € D(A)}.

Es ldsst sich zeigen, dass h, eindeutig bestimmt ist und durch

D(A*) := D*, A*g:= h, fiir g € D(A") (2.23)
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ein linearer Operator
A*: D(A") C Hy, — Hy
definiert ist. Der Operator A* wird adjungierter Operator genannt.
Ist H ein Hilbertraum und A ein Operator in H. Gilt
(Af,g) = (f, Ag) firalle f,g € D(A), (2.24)
so wird A hermitesch genannt.
Sei H ein Prihilbertraum. Ein dicht definierter Operator A in H heilit symmetrisch, wenn
(Af,qg) = (f, Ag) firalle f,g € D(A). (2.25)

Ein Operator A in einem Hilbertraum wird als selbstadjungiert bezeichnet, wenn A dicht defi-
niert istund A = A* gilt.

Die Poincaré-Ungleichung stellt einen Zusammenhang zwischen Normabschédtzungen einer
Funktion und jenen der Funktion her.

Satz 2.10 Poincaré-Ungleichung
Sei () C R" offen und beschrdnkt. Weiterhin sei 1 < p < oo

a) Ferner sei f € WyP(2). Dann existiert eine Konstante C' = C(n,p, ), so dass
1 llzr@) < ClIDF o - (2.26)

b) Auferdem sei Q) zusammenhiingend und C*-berandet. Weiterhin sei f € WP(Q) mit
[ f(z)dz = 0. Dann existiert eine Konstante C' = C(n, p,Q), so dass
Q

| fllzr) < ClIDfll vy - (2.27)

Unter sehr allgemeinen Bedingungen lésst sich mit Hilfe des Lax-Milgram-Theorems die Exi-
stenz schwacher Losungen zahlreicher Randwertprobleme zeigen.
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Satz 2.11 Lax-Milgram-Theorem

Sei H ein Hilbertraum und
b: Hx H—=K

eine Sesquilinearform mit

(£, 91 < CllfNlgll und b(f, f) = el £I° (2.28)
wobei 0 < ¢ < C' < co. Dann existiert genau eine bijektive Abbildung B € L(H) mit
b(f,9) = (Bf,g)u fiiralle f,g € H. (2.29)
Dabei bezeichnet (., .) g das Skalarprodukt des Hilbertraumes (H, (., .) ). Auferdem gilt
1
IB| <C und B < -. (2.30)
c

Definition 2.12 Ein Operator A mit D(A) C H und R(A) C H heifsit abgeschlossen, wenn fiir
Jjede Folge (x,)nen C D(A) die Eigenschaften

Tp — x und Az, —y
implizieren, dass

x € D(A) und Az =y.

Sei A € L(D(A) C Hy, Hs), ein Skalarprodukt

(f.9)a = (f.9) + (Af, Ag) fiiralle f,g € D(A) (2.31)
und die Graphennorm
Iflla = LA+ AF]%)2 (2.32)

gegeben. Dann ist A genau dann abgeschlossen, wenn (D(A), (., .)) ein Hilbertraum ist.

Definition 2.13 Sei H Hilbertraum und D(B) C H. Ein linearer Operator B heif3t Fortsetzung
des linearen Operators A, B O B, wenn

D(B) D D(A) und Bx = Ax fiirx € D(A) (2.33)

gilt.
A heif3t abschlieBBbar, wenn es einen abgeschlossenen Operator B mit der Eigenschaft

BD>A

gibt.
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Ist ein linearer Operator A abschlieBbar, so gibt es eine eindeutig bestimmte minimale Erwei-
terung A. Diese wird als Abschluss des Operators A bezeichnet. D(A) ist der Abschluss von
D(A) in der Graphennorm ||.|| 4 (siehe (2.32)), d. h.

D<A> _ W|'~HA '

Satz 2.14 Satz vom abgeschlossenen Graphen

Seien Hy, Hy Hilbertriume und A : D(A) C Hy — Hs. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent

(i) A und D(A) sind abgeschlossen.
(ii) A ist beschrinkt und D(A) ist abgeschlossen.

(iii) A ist beschrdnkt und abgeschlossen.

Ein symmetrischer Operator A in einem Hilbertraum wird wesentlich selbstadjungiert genannt,
wenn A selbstadjungiert ist.

Satz 2.15 Sei H Hilbertraum und A : D(A) C H — H ein symmetrischer Operator.
(i) Ist D(A) = H, so ist A selbstadjungiert und beschrdnkt.
(ii) Existiert ein A € C, so dass
R(A—\E)=R(A-\E)=H,
so ist A selbstadjungiert.
(iii) Ist A € C, so gilt
(A—\E)* = A* - \E,
H=R(A—-)\E)® N(A* — \E)
und

|Az — Az|| > [ImA| - ||z||, = € D(A).

Definition 2.16 Ein linearer, in einem Hilbertraum dicht definierter Operator A heifst (nach
unten) halbbeschrinkt, falls eine Zahl c € R existiert, so dass

(Az,x) > c||z||* fiir x € D(A). (2.34)
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Definition 2.17 Sei A ein halbbeschrinkter Operator, der Gleichung (2.34) geniigt. Ferner sei
A € R mit

A+c>0.

Dann setzen wir

[z, ylx = (Az,y) + NMa,y), firz,y € D(A), (2.35)
und
lz||x == ]z, z|x, fiirz e D(A). (2.36)

Weiterhin sei
Hy :={x € H | es existiert (x,)nen C D(A), so dass (2.37)
Tp — & fiir n — 0o und ||z, — Tp||x — 0 fiir n,m — ocogilt} .
Es ldsst sich zeigen, dass H, ein Hilbertraum und D(A) eine in diesem Hilbertraum dichte

Menge ist. Statt H schreiben wir auch H 4, wenn wir statt der Norm ||.||, den Raum mit der
Klasse dquivalenter Normen ausstatten. Der Raum H 4 wird als energetischer Raum bezeichnet.

Satz 2.18 Friedrichsche Erweiterung

Sei A ein halbbeschrinkter Operator, der Gleichung (2.34) geniigt und H 4 sei der zugehorige
energetische Raum. Dann ist Ap, mit

Apz = A*z, D(Arp) = HaND(AY), (2.38)
eine selbstadjungierte Erweiterung des Operators A und es gilt
(Apx,2) > c||z||*, fiirx € D(Ap), (2.39)

wobei c die Konstante aus Gleichung (2.34) ist.

Satz 2.19 Sei A ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H. Dann gilt
0(A) =0,(A)Uoc.(A).

und
a(A) C [=[All, [IAl]-

Ist A aufserdem kompakt, so gilt

oc(A) = {0}
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und o,(A) besteht aus hichstens abzdhlbar unendlich vielen Eigenwerten.

Ferner existiert ein orthonormiertes System (x;)jen von Eigenfunktionen zu den Eigenwerten
A und fiir jedes Element x € H ldsst sich Ax durch

Az = Z Nz, xj)z; (2.40)
J

darstellen, wobei iiber die von Null verschiedenen \; summiert wird.
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2.4 Gewohnliche Differentialoperatoren

Satz 2.20 Der Hemitesche Differentialoperator
Sei p : R — R eine Funktion aus C°(R) mit

p(t) > 1 fiirt € R und p(t) — oo fiir |t| — co. (2.41)
Sei
A:CE(R) = CP(R), z(t) — Ax(t) := —2"(t) + p(t)x(t) . (2.42)

Der Operator A ist in L*(R) positiv definit, symmetrisch und wesentlich selbstadjungiert.
Weiterhin gilt

o(A) = 0,(A). (2.43)
Ist p(t) = t%, dann sind die Eigenwerte von A

A=2n+1,neN (2.44)
und die zugehorigen Eigenfunktionen

t2

H,(t) = ¢cp exp(—a)hn(t) , n € Np, (2.45)
wobei
2y d" 2
hn(t) = exp(t )% exp(—t“). (2.46)
Die Funktionen {H,}en,, mit |H,|| = 1, bilden ein volistindiges Orthonormalsystem in

L2(R).
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Das n-te Hermitesche Polynom

n

H,(t) = (—=1)" eXp(t2)j? exp(—t?) (2.47)

lasst sich mit Hilfe der Rekursionsformel
H,1(t) =2xH,(t) — 2nH,_1(t), n € N, (2.48)

einfach bestimmen. In der folgenden Abbildung sind die Graphen von H,(t), n = 0,...,4,
dargestellt.

Abbildung 2.1 Hermite-Polynome H,, (t)
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Satz 2.21 Der Legendresche Differentialoperator
Sei

A C¥((-1,D) = C=(((=1,1)), a(t) = Az(t) = —((1 - *)2'(2))". (2.49)
Der Operator Aistin L*((—1, 1)) wesentlich selbstadjungiert. Weiterhin gilt

o(A) = a,(A) (2.50)
und die Eigenwerte von A sind

Ap=n(n+1), n €Ny, (2.51)
wobei jeder Eigenwert einfach ist. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind

d
P,(t) =cp

dtn(1 —tH" , neN,. (2.52)

Wdhlen wir

[2n+1 1 d" "
P,(t) = 5 2nn!%(1—t2) , n € Ny, (2.53)

so bilden die Funktionen { P, } e, ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?((—1,1)).

Sei m € Ny, P(t) ein Polynom in t und

(Ap2)(t) = —((1 — )2/ (t)) + z(t) (2.54)

mit

D(Aw) = {a(t) |o(t) = (1 — )3 P(1)} (2.55)
Der Operator A, ist in L*((—1, 1)) wesentlich selbstadjungiert. Weiterhin gilt

o(A,) = 0,(An) (2.56)
und die Eigenwerte von A,, sind

A=nn+1), n=mm+1,.., (2.57)
wobei jeder Eigenwert einfach ist. Die zugehorigen orthonormierten Eigenfunktionen sind

_ | m
—EZ+Z§i(1—t2)2P£m)(t), n=mm+1,.., (2.58)

wobei P,gm) (t) die m-te Ableitung des normierten Legendre-Polynoms (2.53) ist.
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Setzen wir ;' = (—1)"2"n!, so erhalten wir, fiirn = 0, ..., 7, folgende graphische Darstellung
der Legendre-Polynome P, (t):

1.5

Abbildung 2.2 Legendre-Polynome P, (t)

Verzichten wir auf den Normierungsfaktor in (2.58), so erhalten wir

n+m

Prit) = (1— )52

dtn+m(1—t2)”, neNy,m=0,1,..n. (2.59)

Diese Funktionen werden als zugeordnete Legendre-Funktionen bezeichnet.

Definition 2.22 Eine Funktion S : w, — C heifit Kugelflichenfunktion vom Grad k € N, falls
ein homogenes Polynom Py(x) vom Grad k existiert, so dass

1
SW) = ﬁpk(ﬁ)a (2.60)

mitr = |x|, x = (r,v), gilt.
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Satz 2.23 Sei 0 <r < oo, 0 <9 <7, 0< ¢ <27 Dann sind

1 l—m)(2l+1) .
S (Y, p) = %\/( 0 +)77(L)'27T )Pl (cos ) cos(mep), m=0,1,...,1, (2.61)
1 l—m)(20+1) . .
D9, p) = 21”\/< 0 +)77§)!27r )Pl (cos¥) sin(mp), m=1,..,1, (2.62)

Kugelflichenfunktionen vom Grad l, | € Ny, auf ws. Ferner ist

{fsél, D80 8050 e Ny} (2.63)

ein vollstindiges orthonormiertes System von Kugelflichenfunktionen und ein vollstindiges or-
thonormiertes System von Eigenfunktionen des Beltrami-Operators Bs fiir n = 3.

Der Beltrami-Operator ist, fiir n = 3, erkléart durch

1 0 0 1 92

By = — -
2= oo M) T avas

D(B3) = C*(w3) . (2.64)
Es gilt

B3(SY) =1(1+1)SY und Bs(SY) =11 +1)5V .

m
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Satz 2.24 Der Laguerresche Differentialoperator
Sei o € Ry und

2

Ay i C®(R) = C®(R), z(t) — Agz(t) := —4(t2'(t)) + (t + %)x(t) (2.65)

Ferner sei A € R. Dann besitzt die Differentialgleichung
Ayx(t) — Ax(t) =0 (2.66)
(i) fiirt € R\{0} eine Losung
zo(t) = t2po (1), (2.67)
wobei po(t) eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius oo ist,
(ii) in einer Umgebung des Nullpunktes die allgemeine Losung
2(t) = crwo(t) + ca(bapzo(t) Int +t2p1 (1)), (2.68)

wobei ci,¢co € C, by # 0, by = 0 fiir a # Ny und die Potenzreihe p;(t) in einer
Umgebung des Nullpunktes konvergiert.

Sei nun

D(Aq) = {a(t) |a(t) = t2y(t) mir y(t) € C*(R}) N Co(R)

]Rj_} : (2.69)

Dann ist der Operator A, ist in L*(R%) positiv definit und wesentlich selbstadjungiert.
Weiterhin gilt

0(A,) = 0,(As) (2.70)
und die Eigenwerte von A, sind
A =202n+1+a), n €Ny, 2.71)

wobei jeder Eigenwert einfach ist. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind

t,, _od’
L,o(t) =c, exp(?t’fﬁ(exp(—t)t”*“) , neNp. (2.72)
Die Funktionen { L, }neny, mit ||Lan| = 1, bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in
I2(RY)

Die Laguerrschen Funktionen L, ,(t) lassen sich schreiben als

o

Lnalt) = cn exp(—%)tzﬁa,n(t) , (2.73)
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wobei die Funktion

mn

d
Lon(t) =et™

%(e_tt’”a) ,n e NO 5 (274)

ein Polynom n-ten Grades ist und verallgemeinertes Laguerrsches Polynom genannt wird. Die

Laguerreschen Polynome L, (t) sind durch

I tﬁ n_—t
L,(t):=e o (t"e™) (2.75)

erklart.

Fiir n = 0, ..., 3, erhalten wir folgende graphische Darstellung der Laguerre-Polynome L, (t):

Abbildung 2.3 Laguerre-Polynome L,, ()



TH Niirnberg 54

Satz 2.25 Der Besselsche Differentialoperator

Seiv € R, und
A, C®(RY) —» C(RY), z(t) — Ayx(t) = —2"(t) — %x’(t) + I;—zm(t) (2.76)
Dann besitzt die Besselsche Differentialgleichung
Ayx(t) —x(t) =0 (2.77)
(i) die Besselsche Funktion erster Art J,(1),
J,(t) = i(—l)j (5)7 (2.78)
v JIT(w+j54+1)°

Jj=0

in RY als Losung. Die Reihen und die k-ten Ableitungen der Reihen konvergieren in
[t1, 1], 0 <t < ty < 00, absolut und gleichmdifig.

(ii) die allgemeine Losung

€

o) =y (t) + 2l (0) [ 71, r) dr (279)
t
in (0, €) mit einem € > 0, das hinreichend klein gewdihlt wird, und ¢y, c; € C.

Definition 2.26 Fiir v € R \N schreiben wir

T (t) = Z(;(_l)jj!r((;lj;— 5 (2.80)

Damit ist die Neumannsche Funktion (oder Besselsche Funktion zweiter Art) N, (t) fiir nicht-
ganzzahlige v durch

J,(t) cos(vm) — J_,(t)

N, (t) := - 2.81
(®) sin(v) 281)
erklirt. Hiermit wird die Neumannsche Funktion N,, n € Ny, mittels
N,(t) :==lim N,(t), v € Ry \Np, (2.82)
v—n

definiert. Weiterhin werden die Hankelsche Funktionen erster und zweiter Art (oder Besselsche
Funktionen dritter Art) HS" (t) sowie H? (t) durch

HO(t) == J,(t) +iN,(t) (2.83)
und

HP(t) == J,(t) —iN,(t) (2.84)
erkldrt.

Ist v € R, \Ny, dann sind .J,,(¢) und J_,(¢) linear unabhingig.
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Die Besselsche Funktion erster Art der Ordnung 0 lautet

1t
To(t) =Y (=1 —=(5)¥ (2.85)
= (71)%"2
und die Besselsche Funktion erster Art der Ordnung 1
) = 3y (286)
2 = J1G+12”

wobei ¢t > 0 sei. Mit dem Rekursionssatz
thypr —2vJ, +tJ,_1 =0,t>0,v e R}
lassen sich nun leicht die Funktionen n-ter Ordnung mit n = 2, 3, ... bestimmen.
Fiir n = 0, ..., 3, erhalten wir folgende graphische Darstellung der Bessel-Polynome J,,(t):
J, (1)

n

1.5

0.54

0 0.5 1 15 2 25 3 35

-0.54

Abbildung 2.4 Bessel-Polynome .J,, (t)

Sind 71,7, € R7 zwei Nullstellen von J;, k € Ny, so gilt

; 0 fiir m 7é 12
/xJk(nla:)Jk(ngx) dx = { (2.87)

0 %Jz?H(m) = J;Q(m) fir n =mn,.
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Bessel-Funktionen lassen sich auch mit Hilfe parameterabhiingiger Integrale definieren. Hierzu

setzen wir

™

fp : R — (C7 T +— fp(x) = /Sin2pt . e—i(ECOStdt7

wobei p € R,.

Die Reihe

oo m
e—z;vcost — E :(_l)m cos™ t
m!

0

0

konvergiert gleichméfig hinsichtlich ¢. Demnach gilt

fole) = S (-

m=0

/sinth -costdt.
0

Da f, fiir ungerade m verschwindet, setzen wir m = 2k mit & € Ny. Es gilt

s

1 1
/sinth cos®Ftdt =2 / sin?t - cos®*tdt = B(p+ =,k + =),

0

wie sich nach Definition der Eulerschen Betafunktion

1

B(p,q) :Z/tpl(l—t)qldt, p,q € RY,

0

0

2 2

mittels der Substitution ¢ := sin” o zeigen lisst. Mit Hilfe der Gamma-Funktion

erhalten wir aulerdem

L'(p)T'(q)

B(p,q) = Tptq)

da

o

1 g2 2
/r2p+2q le=r dr:/rz(p+q)e rldr =

0

o

0

o0

'Ry =R, v~ I'(x) ::/tx_le_tdt

0

1
2

[e o]

1
/t”*qe—tt—l dt = §F(p +q)
0

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)
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und

SE

Bp,¢)l'(p+q) =4 / / sin?? 1y - cos® - p2p2a—1,—r? do dr
0

= / %P~ 1y2q 1 v dy dy

R+ XR+

=T(p)I'(q).
Die Bessel-Funktionen .J, werden nun durch
(3P
VaT(p+1)
erklart. Diese lassen sich daher auch als Reihen mit

3e) = (2) T-DFaa,

k=0

Jp :RL =R, 2= J(x) = —2—f,(z)

schreiben, wobel

1 1 TDk+d)

T A T k1)
Zumal
ok 1 3 1 k
ER2%(k —)k—=) .- = =FKI2"2k - 1)(2k—=3) - ... - 1 =
2 2 2
und
1
F(ﬁ) =T,
folgt
1
C =

28EM(p+k+1)°

(2k)!

57

(2.94)

(2.95)
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2.5 Fredholm-Operatoren

Definition 2.27 Es seien X,Y Banachriume und A € L(X,Y). Dann bezeichnen wir A als
Fredholm-Operator, wenn

(i) N(A) endlichdimensional
(ii) R(A) abgeschlossen und
(iii) codim R(A) :=Y/R(A) endlichdimensional
ist. Die Zahl ind A € Ny, mit
ind A = dim N(A) — codim R(A), (2.96)
heifit Index von A.
Satz 2.28 Ist B € K(X), dann ist
I -B

ein Fredholm-Operator mit Index .

Mit Hilfe der Definition eines Dualsystems lédsst sich die Fredholmsche Alternative genauer als
bisher formulieren.

Dualssystem
Seien X, Y normierte Rdume und
(L): X xY—=>C
eine beschrinkte Bilinearform. Dann heit (X, Y") Dualsystem, wenn
(i) aus
(xo,y) =0 fireinxzy € Xundalley € Y
folgt, dass zyp = 0
(i1) und aus
(x,y0) =0 fiireinyy € Y undalle z € X

folgt, dass yy = 0 ist.
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Es sei (X,Y) ein Dualsystem. Dann heilen zwei lineare Operatoren A : X — X und
A! Y — Y (zueinander) transponiert, wenn

(Az,y) = (z, A") firz e X,y €Y.
Mit A(X,Y) bezeichnen wir die Menge aller linearer Operatoren A : X — X, die einen

transponierten Operator A’ : Y — Y besitzen.

Satz 2.29 Fredholmsche Alternative
Sei A € A(X,Y). Ferner seien A und A' Fredholm-Operatoren mit Index Null. Dann gilt:

(i) Entweder gibt es nur die trivialen Losungen x = 0 bzw. y = 0 der homogenen Gleichun-
gen Ax = 0 und A'y = 0 oder

(ii) diese beiden Gleichungen besitzen nicht-triviale Nullrdume N (A) bzw. N(A") endlicher
und gleicher Dimension.

Im ersten Fall sind die inhomogenen Gleichungen
Au=w und A'v =z

fiir beliebige w € X bzw. z € Y eindeutig losbar. Im zweiten Fall sind sie genau losbar, wenn
(w,y) =0 fiiralle y € N(A")

bzw., wenn

(x,2) =0 fiirallex € N(A).
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2.6 Distributionslosungen linearer partieller Differentialgleichungen

2.6.1 Fundamentallosungen partieller Differentialgleichungen
Sei a,(z) € C*°(R™). Dann nennen wir eine Distribution G € D’(R"), die der Gleichung

> au(x)D*G =6 (2.97)

laf<m

geniigt, eine Fundamentallosung (Grundlosung) des Differentialoperators

> aa(z)D*. (2.98)

laf<m

Existiert fiir den Differentialoperator

mit konstanten Koeffizienten a,, eine Fundamentallosung G € D’(R™) und ist S € D'(R")
eine Distribution, so dass S * GG existiert, so gilt

Y auD*(S%G)=S. (2.99)

|a|<m
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, und hierbei wiederum elliptische, hyperbolische und
parabolische, sind beispielsweise fiir die Physik besonders interessant.
Sei € R™ und seien a, () reellwertige Funktionen aus C*°(R™).
e FElliptische Differentialoperatoren

Der Differentialoperator

hei3t elliptisch, falls

D aal® # 0 fiiralle 0 # & € (§,...,6,) €R™.

|af=2

Beispiel: Der Operator A ist elliptisch.
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e Hyperbolische Differentialoperatoren

Der Differentialoperator

82
pE = 2. D
|| <2
a=(a1,...,0n,0)

heillt hyperbolisch, falls

Z an,D®

lor| <2
a=(ai,...,an,0)

elliptisch ist.
Beispiel: Der Operator

82
or

ist hyperbolisch.
e Parabolische Differentialoperatoren

Der Differentialoperator

d o
5= 2 D
o] <2
a:(a1a~~-»an70)

heilt parabolisch, falls

Z a,D”

o] <2
a:(ala~--1an70)

elliptisch ist.
Beispiel: Der Operator

0
E_A

ist parabolisch.
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2.6.2 Die Mittelwerteigenschaft und das Maximum- und Minimumprinzip
fiir harmonische Funktionen

Satz 2.30 Mittelwerteigenschaft
Sei f € C*(Q) harmonisch, d. h.

Af=0inQ.

Dann gilt, fiir jede Kugel B = Br(y) CC (,

1
fly) = T / fdw (2.100)
" 0B
und
n
Fly)=— Rn/fdx- (2.101)
B

Satz 2.31 Maximum- und Minimumprinzip

Sei f € C*(Q) und ANf > 0 bzw. Af < 0in ). Gibt es einen Punkt y € ) mit

fy) = sup f(z)

z€Q

bzw.

fly) = inf f(z),

e

dann ist u konstant.

Satz 2.32 Sei Q C R" beschréinkt und f € C*(Q) N C°(Q) mit Af > 0 bzw. Af < 0in Q.

Dann gilt
sup f(z) = sup f()
e z€IN
bzw.

inf f(z) = inf f(x).

zeQ €N

Ist f in Q) harmonisch, dann gilt

inf () < £(3) < sup f(a), ye Q.
z€ €00
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Satz 2.33 Seien f,g € C*(Q) N C°(Q) mit

Af=Ag inQ
und

f =g auf 09).
Dann gilt

f=9g inQ.

63
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2.6.3 Die Poisson-Gleichung und das Newton-Potential

Satz 2.34 Sein > 2, v € R", x # y und
1 1

— fiir n>3
— _ ay|n—2

Gla—y) =4 2>Wnl|‘"3 i (2.102)

—lIn|x—y| fir n=2

27

Dabei bezeichnet w,, den Oberflicheninhalt der Einheitskugel im R™ und es gilt

V3

2T

= L (2.103)
(%)
Der Funktion G(.,y) € L, .(R") ordnen wir mittels
Telo] == /G(x,y)gp(:c) dx wobei p € D(R"), (2.104)
Rn

eine Distribution T, € D'(R™) zu. Der Einfachheit halber nennen wir diese ebenfalls G. Fiir
diese gilt

AG =46, (2.105)
d. h. G ist Fundamentallosung des Laplace-Operators /\.

Auflerdem gilt die Greensche Darstellungsformel

u(y) = /(ug—f(x —y)— Gz — y)%) dw, + / G(x —y)Audz, (2.106)

o0N Q

wobei y € Q, u € C?(Q) und Q C R ein beschrinktes Gebiet sei, fiir welches der Gauf3sche
Integralsatz gilt.

Beweis: Ist x # y, so gilt

wndiGz —y) = ‘i”’__yy‘; : (2.107)
x—y[26;; — n(x — i) (z; — vy,
und daher

AG(z —y) =0. (2.109)



TH Niirnberg

Seie >0, B. = B(y) = {z € R" ||z — y| < €}, so dass B, C 2. Nach (1.34) gilt

ou oG ou oG
/ GAudx = /(Gg - ug)dww + /(Gg — ug) dw, .

Q\B. o0 9B,

Mittels

ou ou
- — - < n—1 .
/ Gay dw, = G(e) / 5 dw, < wpe" " G(e) sgep |Du| — 0 fire — 0,

0B 0Be

oG

_| -y r—y
Ov '9Bc

= (VG,V)‘aBE = (w = —G'(e)

Mon,

“lr =yt e =yl
und
oG 1
/ us dw, = —G'(e) / udw, = = / udw, — —u(y) fire -0
B. 9B, 9B.

folgt somit die Greensche Darstellungsformel (2.106).
Istu € CZ(£2), so gilt demnach
u(y) = /G(w —y)Au(z)dx .
Q

Mit Hilfe des Integraloperators G, lésst sich
AGu=GAu=u

schreiben.

Ist u € C%(Q) harmonisch, so gilt

uly) = [ =)~ Gl — )30 da

o2

wobei y € (.

65

(2.110)

2.111)

(2.112)

Sei ) C R™ ein Gebiet und f € L*(€2). Als Newton-Potential mit Dichte f bezeichnen wir

w(z) = / Gle—y)f(y)dy .

(2.113)
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Lemma 2.35 Sei f € L'(2) beschrinkt. Dann gilt fiir das Newton-Potential w von f:

(i) w e CH(RM),

(ii) Oyw(x) = /&-G(x —y) fly)dy, i=1,...,n, x € Q.
Q

Lemma 2.36 Sei f € L'(Q)) beschrinkt und sei f’K € CYK), mit 0 < a < 1, fiir alle
K cc Q3. Dann gilt fiir das Newton-Potential w von f:

(i) we C*Q),
(ii) Aw = fin(),
(iii) 0;0;w(x) = /@@-G(m —y)(f(y) — f(z))dy — f(x) /@-G(az — y)v;(y) dw,,.

Qo Q0

ij=1,..n €

Dabei bezeichnet )y D 2 ein Gebiet ist, fiir welches der Gauf3sche Integralsatz gilt und v die
duflere Einheitsnormale auf 0€)y. Die Funktion f ist durch Null auf R™\S fortgesetzt.

Satz 2.37 Sein > 2.
(i) Ist U € &'(R") und ist T € S'(R™) eine Losung von
AT =U.
Dann ldsst sich T' als
T=UxG+P, (2.114)

mit G' gemdifs (2.102) und einem harmonischen Polynom P darstellen.

(ii) Ist U = u € L'(R") eine Funktion mit kompaktem Tréiger; so ist T eine reguliire Distri-
bution mit

T(z) = /G(x —y)u(y) dy + P(x). (2.115)

R?’L

3d.h. K ist kompakt und K C Q
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2.6.4 Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung

Satz 2.38 Sei x € R" und

1 |z
Glot) = | amtes O g) i (2.116)
0 fiir t<0
Dann gilt G € D'(R™™) und
oG
— —-AG=) 2.117
at Y ( )
d. h. G ist eine Fundamentallosung der Wiirmeleitungsgleichung.
Satz 2.39 Wirmeleitungsgleichung
(i) Sei U € &' (R"™) und G gemdif3 (2.116), dann ist
T=UxG
eine Losung der Differentialgleichung
oT
— - AT =U. 2.118
5 ( )

(ii) Ist U = u € L*(R"™) eine Funktion mit kompaktem Tréiiger, v € R", t € R, s0 ist

t
_ 1 IR S |
T(x,t) = T / / TS exp( 10— 7_>)u(y,7) dy dr (2.119)

—oo R

eine Losung der Gleichung (2.118).
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2.6.5 Fundamentallosung der Wellengleichung

Satz 2.40 Sei z € R3, p € C°(R*) und

G(z,t) = %/% / o(x,t) dw, dt . (2.120)

0 |z|=t
Dann gilt G € D'(R"™) und

2
%Tf—AG:(S, 2.121)

d. h. G ist eine Fundamentallosung der dreidimensionalen Wellengleichung.

Satz 2.41 Wellengleichung

(i) U € D'(R*) mit suppU C {(z,t) € R* |t > 0} und G gemdif3 (2.120), dann existiert

T=G=«U,
der Triger der Distribution T liegt in {(x,t) € R*|t > 0} und T ist eine Lisung der
Differentialgleichung
0T
— - AT =U. 2.122
o ( )

(ii) Ist U = w eine reguldire Distribution, x € R3, t € R, so ist
1 t— |z —

T(x,t) = (G * U)(x,t) = 47T|x_y‘§t |z =y (2.123)
0 fiir t<0

eine reguldre Distribution und eine Losung der Gleichung (2.122).
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2.7

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Sei z € R" mit x # 0 und r = ||z||. Zeigen Sie, dass

und

A L =0, fallsn >3,

Tn—2 o

Alnr=0, fallsn=2.

Aufgabe 2

a)

b)

Seix € R®mitx # 0,7 = ||z|| und

F:(R*\{0}) xR =R

F(z,t) ::M.

Zeigen Sie, dass F'(x,t) eine Losung der Schwingungsgleichung

1 92
(8- S25)

F(z,t) =0

ist.

Zeigen Sie, dass die Funktion
F:R"xR, =R

mit

Flot) — =3 exp(_ 12l

eine Losung der Wirmeleitungsgleichung

0
(A — E)F(a:,t) =0

ist.

69
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Aufgabe 3
Sei p eine nichtnegative reelle Zahl und f, : R — C mit

™

fo(x) = /sinzpt ceTtreost gy

0

Zeigen Sie, dass f, eine Losung der Differentialgleichung

2p+1

fy () + fi(x) + fo(x) = 0, wobeiz # 0,

ist.

Aufgabe 4
Sei p : R" — R mit p € CZ(R™). Das Newton-Potential mit Dichte p ist gegeben durch

u(z) = /G(:r —y)p(y)dy, = €R™

Rn
Zeigen Sie, dass u € C*(R™) und

Au=p.

Aufgabe 5
Sei auf D = {f € C*([0,1])| £(0) = f(1) = 0} ein Differentialoperator L folgendermaBen
erklirt

L:D— C°0,1]) Lf:= f" fir f € D.

Zeigen Sie: L ist bijektiv (d. h. die Gleichung Lf = g ist fiir jedes g € C°([0,1]) eindeutig
I6sbar), und mit der Greenschen Funktion

(x—1)y : 0<y<x
Gla,y) = .
z(y—1) @ z<y<l1
gilt
1

(Lg)(x) = / Gl y)g(y) dy

0
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Aufgabe 6
Geben Sie J 5 mittels transzendenter Funktionen an.

Aufgabe 7
Seien a, b, ¢, p nicht-negative reelle Zahlen. Geben Sie eine Losung der Differentialgleichung

14 2a a’? — p*c?

y,, 4 y/ 4 (6262332(0*1) + 5 )y =0, firx >0,

X
an.

Aufgabe 8
Durch

1 oan
—onpl dgn

P,(x) (952 - 1" ze[-1,1], n €Ny,

lassen sich die Legendre-Polynome erkldren. Beweisen Sie folgende Rekursionsformeln:
a) (2n+1)Py(x) = By () — Py (2)
b) (n+1)P,(2) = Py (2) — 2By ()
¢c) (n+1)Pyi(z) — (2n+ 1)zP,(z) + nP,_1(x) = 0,n € N.

Aufgabe 9

Wir betrachten die Membranschwingungen gemif3 der Schwingungsgleichung
02z 0? 0?
gE_ 2y LE L CE
ot? ox?  0y?

einer kreisformigen Membran mit Radius R = 1.

a) Zeigen Sie, dass die einzigen physikalisch sinnvollen Losungen von

d? d
r2d—7£+rd—{+(Ar2—y2)f:O, veNy,

durch
f(r) = er (V)
mit c; € R, gegeben sind.
b) Sei & die k-te positive Nullstelle von J,. Zeigen Sie, dass dann die Funktionen
2k(r, 0, t) = J,(&kr) (Ag cos(vp) + By sin(vy) ) (Cy cos(c&xt) + Dy sin(c&it)) ,

mit Ay, ..., Dr € R, Schwingungen der am Rande eingespannten Membran beschreiben.
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c) Die eingespannte Membran werde von ¢ unabhingig, d. h. kreissymmetrisch, um
z = h(r) ausgelenkt und zur Zeit ¢, = 0 losgelassen. Zeigen Sie, dass dann

2k (1, t) = agJo (&) cos(c&xt)
gilt.
d) Zeigen Sie, dass fiir die Frequenz v, der Membran

v = ek
k 21

gilt. Vergleichen Sie das Frequenzverhiltnis

V41

Vi

der Membranschwingung mit der Schwingung einer Saite.

Aufgabe 10
Der Satz von Liouville fiir harmonische Funktionen

Die Funktion u : R™ — R sei eine beschrinkte, harmonische Funktion. Zeigen Sie:
a) Die Funktionen d;u, i = 1, ..., n, sind ebenfalls harmonische Funktionen auf R".
b) Nach Aufgabenteil a) gilt, aufgrund des Mittelwertsatzes fiir harmonische Funktionen,

n
R w,

Oiu(x) =

/ Oiu(y) dy firallex € R"und R > 0.

Bg(z)

Folgern Sie, mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes, dass

Oiu(z) =0 firallex € R".

c) SchlieBen Sie aus Aufgabenteil b), dass u konstant ist.
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Aufgabe 11
Sei Ky : R®\{0} 3 z — |2|™", sowie fiir h > 0 eine Funktion K}, : R* 5 2 — (|2> + h)~2
gegeben. Ferner sei B, := {z € R3| |z| < r} mitr > 0, sowie f € C'(B;) und fiir h > 0

R®> 2 — Fy(x /Kh:z:— (y) dy .

a) Warum ist Fy wohldefiniert? Berechnen Sie die partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung von K, und zeigen Sie, dass fiir h > 0,1 < [,m < 3und z € R3

\GlKh(z)] < |Z|72 und ’amalKh<Z)| < 4’2‘73.
Zeigen Sie, dass

AKy(z) =0 fiir z € R*\{0}

3
/ Z@lKo(:v —y)ydw, = 4T mitz € By .

0B, =1
b) Seia € N3 : |a| <2,1 <1< 3, sowie z € R®. Zeigen Sie, dass das Integral

/ Aufolx — ) f(y) dy

By

existiert, und fiir A > 0

Fy € C*(R%) und D2Fy(z) = / D2 K(a — ) (y) dy
B1

gilt.
¢) Sei G C R? offen und beschrinkt, sowie o € N3 : |a| < 1. Zeigen Sie, dass fir z € G
und A — 0
/D Ko = )f () dy — [ D2Kola 1)) dy

B1

sowie fir 1 <Il,m <3,z € Biund h — 0

/ﬁzc‘?mKh(fv —y)fly)dy — /c%c?mKo(x —y)f(y)dy

gleichmiBig konvergieren.
Seir € (0,1)und 1 <[, m < 3. Zeigen Sie, dass fiir z € B.(0) und h — 0

/ O K (x — y)ym dwy, — / 01 Ko(x — y)ym dw,
831 aBl

gleichmiBig konvergiert.
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€ C*(B;) sowie, fiir

d) Folgern Sie aus den vorangegangenen Ergebnissen, dass Fj| 5,

r€ Biund1 <[,m <3,

m%%ua=/@aJ@m—yxﬂw—f@»@—f@y/@KMm—w%w%

9B1

e) Seid: (z,y) € By x By — d(z,y) :=1—2(z,y) + |2|?|y|%. Firz € B;\{0},y € B,

gilt

N|=

wle|™ —y #0 und ||~ Ko(x|2[* —y) = d(z,y)”

sowie fiirx € By,y € By
d(z,y) > (1 — |2)? und A,(d(z,y)"2) =0.

f) Seien
Hy s R0} 5 2 || Fo(zlz|) und Hy: By 52— /d(x,y>%f(y) dy.

By

Zeigen Sie, dass:
() H, € C°(R*\{0}) und fiir z € 9By: Hy(x) = Fy(x)
(i) H, wohldefiniert, H, € C*(B;) und AHs|p, = 0.
(D) H[poy = Halpioy-
g) Sei die Greensche Funktion G : {(x,y) € By x By|x # y} — R zum Laplace-Operator
und Kugel B, folgendermalen definiert

N|=

Gl y) = ——— (Kolz — y) — d(z,y)"}).

dm
Sei f € CY(B,). Zeigen Sie, dass
9:Bi3a— [ Gloyr)dy
B1

wohldefiniert ist und

g & CO(B_1)7 9‘31 € 02<Bl)7 A(Q‘BJ = fa g‘@Bl =0.
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Aufgabe 12
Sei H Hilbertraum und A ein hermitescher Operator in H mit Definitionsbereich D(A).

Zeigen Sie:
(1) Jeder Eigenwert von A ist reell.

(i) Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A stehen paarweise aufeinander
senkrecht.

(iii) Sei z ein Eigenvektor von A. Dann bildet A die Menge {z}* N D(A) in {z}* ab.

Aufgabe 13
Bestimmen Sie eine regulidre Losung G' € D’'(R) von

(D* - 1)G = —6.
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3 Rand- und Anfangswertprobleme

3.1 Elliptische Differentialoperatoren und elliptische Randwertprobleme
3.1.1 Das Dirichlet- und das Neumann-Problem fiir den Laplace-Operator

Im Folgenden sei {2 C R" ein beschrénktes Gebiet mit endlich vielen Zusammenhangskompo-
nenten und €2 := R™\ Q.

Definition 3.1 Das innere Dirichlet-Problem B
Sei g € C°(00). Gesucht ist eine Funktion f € C*(Q) N C°(Q) mit

Af=0 inQ
und
f‘aQ:g auf 0 .

Definition 3.2 Das dufere Dirichlet-Problem _
Sei g € C°(9Q). Gesucht ist eine Funktion f € C2(€2) N CO() mit

Af=0 inQ
und
Flon =9 auf 02,

lu(z)| = 0 fiir |z|] — .
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Definition 3.3 Das innere Neumann-Problem
Sei g € C°(00). Ist y € 99, so bezeichnen wir mit v, die duf3ere Normale im Punkt y. Gesucht
ist eine Funktion f € C*(Q) N C°(Q), so dass

L Of() _ 0fW)

Qse—y Oy vy '

existiert. Dabei strebt x lings der Normalenrichtung v, gegen y. Ferner gelte

Af=0 inQ
und
of
£|m =g auf 0N).

Abbildung 3.1 Normale v,

Definition 3.4 Das dufiere Neumann-Problem
Sei g € C°(00). Ist y € 0N, so bezeichnen wir mit v, die dufiere Normale im Punkt y. Gesucht

~

ist eine Funktion f € C*(Q) N C°(Q), so dass
i @) _9f(y)

. )
QSz—y aVy aVy

existiert. Dabei strebt x lings der Normalenrichtung —v, gegen y. Ferner gelte

Af=0 in
und
of
£|m =g auf 09},
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Satz 3.5 Sei Q0 C R" ein zusammenhiingendes beschrinktes Gebiet mit C-Rand, und R™\(2
sei ebenfalls zusammenhdngend.

(i) Dann besitzen das innere Dirichletsche, das dufsere Dirichletsche und das dufsere Neu-
mannsche Problem hochstens eine Losung.

(ii) Eine notwendige Voraussetzung fiir die Losbarkeit des inneren Neumannschen Problem
ist
/g(y) dw = 0. 3.1)

o0

(iii) Ist f(x) eine Losung des inneren Neumannschen Problems, so ist f(x) + ¢, mit ¢ € R,
die allgemeine Losung dieses Problems.

Definition 3.6 Sei QO C R" ein zusammenhingendes beschriinktes Gebiet mit C*-Rand und
n > 3. Ferner sei j1 : R" — R mit p]pq € C°(R") und G gegeben durch (2.102). Dann wird

(i) als Potential der einfachen Schicht die Funktion u mit

u(x) == /G(x —y) wly) dw,, = €R", (3.2)
G)
(ii) und als Potential der doppelten Schicht die Funktion v mit
0
v(x) = /(876’(:1: —y)) ply) dw,, = €R", (3.3)
y
o0

bezeichnet.

LP- und C'“-Abschitzungen

Als Folgerung der Hardy-Littlewood-Ungleichung erhalten wir ein, im Rahmen der LP-Abschétzun-
gen, niitzliches Ergebnis:
Satz 3.7 Seil <g<oo,n €N, 0< A\ <nund
1 1A
—=—+—-—1>0.
0 qg n
Ferner sei f € LY(R™). Dann gilt, mit

A x = —1 r)ax
(r % 1)) R[w_xpf()d

und ¢ = c(\,n,q),
||T_>\ k f||L(I1(R)n S C ||f||Lq(]R)” . (34)
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Ein entsprechendes Ergebnis fiir schwach singulédre Integraloperatoren lédsst sich auch in Hin-

blick auf Holder-Abschitzungen formulieren.

Satz 3.8 Holder-Korn-Lichtenstein-Ungleichung

Sei Br(0) := {x € R"||z| = R} und 0 < o < 1. Ferner sei u : 0B1(0) — R Lipschitz-stetig

mit Mittelwert 0.
Zudem sei f € C*(Bg(0)) mit f = 0 auf 0Br(0). Dann existiert

— 1 ux —y)
i@ =tm [ B )
Br(0)\Be(=)

punktweise und es gilt

1T fllca@m) < cllfllce@rm -

wobei c = c(n, R, ) ist *.

Satz 3.9 Calderén-Zygmund-Ungleichung

(3.5)

(3.6)

Sei B1(0) := {x € R"||z] = 1} und 1 < p < oo. Ferner sei v : 0B1(0) — R messbar,

beschrinkt und besitze den Mittelwert 0.
Zudem sei f € LP(R™). Dann existiert

— i ulr —y)
Br(0)\B¢(z)

in LP(R™) und es gilt
1T flle@ry < ¢l fllon) s

wobei ¢ = ¢(n, p) ist.

“Dabei bedeutet C(R™), dass Supremum und Holder-Konstante iiber R” gebildet werden.

(3.7)

(3.8)
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Sprungrelationen

Lemma 3.10 Sprungrelationen fiir das Doppelschichtpotential

Sei y € 0N und Q= R™\Q. Dann gilt fiir das, in (3.3) definierte Potential v der doppelten
Schicht

lim () = 2ply) +o(y) = uly) + T o(z). (3.9)

QSz—y Qoz—y
Beweis: Vorerst beschrinken wir uns, fiir die Belegung des Doppelschichtpotentials, auf den
Fall p(y) = 1 fir y € 0. Ist z € €, so existiert ein ¢y > 0, so dass

B(z) ={yeR"||ly—z| <e} CQ
fiir e < €. Mit Hilfe der zweiten Greenschen Formel (1.34) zeigt sich, dass

vw = [ %%—%y o/ Zm—w rEa

OBc(z) Iy |=e

1
= e / dw, = 1.

ly—z|=e

Fiir z € 02 betrachten wir

09 == 0O\(0QN B.), B.:= B.(x),

S, :=0B.NA.
Nach der zweiten Greenschen Formel folgt
@ =tm [ G —y)d
v\Tr) = 111m - r — W,
AN I Y7y
99
li AG(x —y)dy — i 0 G( ) d
= 11m r — — 11m - r — W
N0 =0/ oy, v
O\(QNB) Se

und demnach

1 1 1

= i dw, = = .

)= gt f =
Se

Fiir 7 € Q folgt, ebenfalls nach der zweiten Greenschen Formel,

/87/y —y)dwy:/AG(x—y)dy:().
0
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Fiir u € C°(99) betrachten wir
v(z) = u(x) +w(x),
xo € 02 und

u(z) = /,u(:r;o)ainy(x —y)dw,,

o0N

0
w@) = [ (0ly) = tan)) -Gl — ) .
Vy
89
Ferner lésst sich zeigen, dass w im Punkt z stetig ist.

Lemma 3.11 Sprungrelationen fiir das Einfachschichtpotential

(i) Fiir das in (3.2) definierte Potential u der einfachen Schicht existieren fiir jeden Punkt
y € OS2 die Grenzwerte

(a“—@)) — fim 2@ (3.10)
Ovy ), Qz—y Oy,
und
(8u(y)> — i 24®) G.11)
aVy a an%y al/y
wobei x entlang £v, gegen y konvergiert.
(ii) Sei
K(r.) = 2-Gla )
r,Y) = o, r—y

der Kern des Doppelschichtpotentials und
ww) = [ Kp.o)nly) do,.
o

Dann gilt

(52) -2 -(32) o0




TH Niirnberg 82

Satz 3.12 Sei () C R™ n > 3, ein zusammenhdngendes beschrinktes Gebiet mit einem C*-
Rand. Das Gebiet ) := R™\(Q sei ebenfalls zusammenhdingend. Ferner sei

K(,y) = a%c(x )

und

(Ap)(x) = / K (e, y)uly) de,
o0

(i) Dann besitzen das innere und das duflere Dirichlet-Problem genau eine Losung. Die
Losung des inneren Dirichlet-Problems lisst sich als Doppelschichtpotential v darstel-

len, wobei
1
oim v(z) = (51 +A)u)) = 9(y). (3.13)

(ii) Dann besitzt das dufere Neumann-Problem genau eine Losung. Diese kann als Einfach-
schichtpotential u dargestellt werden, wobei

(%g)g = ((%1 + A )(y) = 9(y). (3.14)

(iii) Dann besitzt das innere Neumann-Problem eine bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmte Losung, falls die Bedingung (3.1) erfiillt ist.
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3.1.2 Elliptische Randwertprobleme

Wir nennen ein Randwertproblem reguldir elliptisch entsprechend der im Folgenden angegebe-
nen Definition aus [51].

Definition 3.13 Sei 2 C R" ein beschriinktes Gebiet mit C*°-Rand, a,, € C*(S2) und
bj € C*(092), j =1,...,m. Ferner sei

(Au)(x) = Z aoDu(z), v € Q, (3.15)
|| <2m
und
(Bu)(y) = Y biay)Duly), y €092,j=1,..,m. (3.16)
|lal<m;

Definition 3.14 Der Differentialoperator A, heifst proper elliptisch in €, falls

a(z, &) = Z Ao (2)E* # 0 fiiralle 0 # ¢ € R™ und alle x € Q (3.17)

|| <2m
und das Polynom
a(x,E+1m):C—C, 7 alx, &+ 7n)

in der Variablen T € C fiir alle ¢ € R", n € R" und alle x € ) genau m Wurzeln

5 =710 (x;€,n), k =1,...,m, mit positivem Imagindirteil besitzt (Wurzelbedingung).

Definition 3.15 Das System { B;}:_, der Differentialoperatoren

(Biu)(y) = Y bialy)Duly)

la] <my
heif3t normal auf 0X), falls
0<m; <mg <...<my

und

D bjal@s £0, j=1,...k, (3.18)

|a|=m;

fiir jeden Normalvektor v, # 0 auf §2, wobei x € 0f) (Normalititsbedingung).
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Definition 3.16 Sei A proper elliptisch in §2 gemdf$ Definition 3.14 und { B;}7., das Normalsy-
stem auf OS2 gemdf3 Definition 3.15 mit k = m und m wie in Definition 3.13, dann wird { B, };”:1
als komplementiertes System auf OS) hinsichtlich A bezeichnet, falls die Polynome

bi(r, 6o +71n) = D bjala) (& + 1) (3.19)

loo|=m;

in der Variablen T € C fiir alle x € ), alle Normalenvektoren v, # 0 und alle Tangentialvek-
toren &, # 0 hinsichtlich x € 0S) linear unabhdngig modulo

(w:&m7) = =) (3.20)
k=1

ist (Komplementierungsbedingung).
Definition 3.17 Das System {A; By, ..., B,, } wird regulér elliptisch in Q) genannt, falls
a) der Operator A proper elliptisch in ) im Sinne der Definition 3.14,

b) das System { B;}"., normal in §) im Sinne der Definition 3.15 mit k = m und
My, < 2m — 1 und

c) das System { B;}7", komplementiert auf OS) hinsichtlich A im Sinne der Definition 3.16
ist.

A-priori-Abschéitzungen
Sei [ > 2m eine ganze Zahl. Dann gehort jede Losung u des Problems

Au=f inQ (3.21)

Bju|,, =95, j=1,...m, (3.22)
in C'(Q), falls f € C'=?™2(Q) und g; € C'"=™iT*(92). Weiterhin existiert eine Konstante
C =0C(n,l,a,Q) > 0,sodass

[ullcreai@) < C ([ fllcr-2mia +Z||gg||cl i+ o) T lullr@) (3.23)
J=1
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3.2 Zerlegungssiitze
Die Helmholtz-Zerlegung

Sei Q C R", n > 2, beschriinkt mit besitze einen C''-Rand. Dann ist die Helmholtz-Zerlegung
gegeben als die direkte Summe

PR = {Vf|f e WP(Q)} & {g € O (O, R™) [divg =0} " (3.24)
Wie in [52] gezeigt, kann LP(Q, R?) ausgedriickt werden als
LP(Q,R?) = R(Q) + R(P). (3.25)

Ist f € C5°(Q,R?), so konnen wir diese Operatoren ) und P explizit darstellen mittels

(Qf)(x) = —% grad / ﬁ div , f(y) dy + grad H(z) (3.26)
Q

und

(Pf)(x rot / P rot v f(y)dy — grad H(x), (3.27)

wobei H eine Losung eines bestimmten Neumann-Problems ist.

Der Fundamentalsatz der Vektoranalysis

Nach dem Fundamentalsatz der Vektoranalysis lassen sich Vektorfelder
g € CY(Q,R3) N C°Q, R3) folgendermaBen darstellen:

g=—gradU +rot A, (3.28)

wobei U gegeben ist durch das skalare Potential

R [ 9l
)= (Q/ ’x_y,d y9(y) dy / dewy) (3.29)

[z =y
09
und A durch das solenoidale (=divergenzfreie) Vektorpotential

oty g )dy—/%dwy). (3.30)

47r ]x
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3.3 Hyperbolische und parabolische Differentialgleichungen
3.3.1 Das Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung

Seiz € R", t € R,
R = {(z,t) e R"™, ¢ > 0} (3.31)
und
R = {(z,1) e R™ ¢ > 0}. (3.32)

Ferner sei f € CO(R™), up € CH(R") und u; € CO(R").

IR

Abbildung 3.2 Gebiet und Signalausbreitung

Satz 3.18 Es sei ug € C°(R"), uy € CP(R") und f € C°(R™). Dann besitzt das Cauchy-
Problem

92
TUEI) e, g) = Fa1) (3.33)
mit
ou
u(z,0) = ug(x) und a(m, 0) = uy(x) (3.34)

genau eine Losung u(x,t) in C>°(R'/H).
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3.3.2 Das Cauchy-Problem fiir die Wirmeleitungsgleichung

Sei
R = {(2,t) e R 0 <t < T} (3.35)

und

Ry = {(z,t) e RTT0O<t<T}. (3.36)

Abbildung 3.3 Gebiet zu Zeiten t € [0, T]

Definition 3.19 Sei | € Ny. Unter K'(R"™") verstehen wir die Menge der Funktionen
uw: R — C,

fiir welche die Ableitungen
oFu
DY —
7otk

existieren, stetig sind und der Bedingung

mit || + 2k <1 fiir (z,t) € R

k
t
Z sup |D§%| <c(T), mitc(T) € R,

|a|-+2k<l (z.t) R

geniigen.
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Satz 3.20 Sei ug eine beschréinkte Funktion aus C°(R"). Dann existiert genau eine Lisung
(3.37)

u(z,t) des Cauchy-Problems
— Au(z,t) =0, mitu(z,0) = up(x),

ou(z,t)
(3.38)

ot
in C*(RH) N KO(R™™). Fiir diese Losung gilt
Yuo(y)dy fiir t>0

1 / ( ’:L‘ B y|2
T expl—
@) | TP
Rn
fiir t<0.

u(z,t) =
uo ()

Satz 3.21 Sei ug € C*°(R"), wobei uy und alle ihre Ableitungen beschriinkt seien. Ferner sei

fe Jr'®e).
=0
(3.39)

Dann besitzt das Cauchy-Problem
0
8_?; — Au = f(x,t) mit u(z,0) = up(x)

genau eine Losung u(x,t) in C*(R) N KO(R™™). Fiir diese Losung gilt

u € U Kl(@)
=0
) uo(y) dy (3.40)

und, fiirt > 0,
1 / (
P

u(z, ) = (47t) J
) f ) dyar.
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Beispiel: Das Cauchy-Problem fiir einen einseitig berandeten linearen Wiirmeleiter

Da der Wirmeleiter einseitig berandet ist, betrachten wir z € R . Das Anfangswertproblem ist
durch

u(z,t) k82u(x, t)

=0 3.41
ot Ox? 34D

mit

u(z,0) = ug(x) (3.42)
gegeben.
Fiir

u(z,t) = / Uz —y, t)uo(y) dy (3.43)
mit

1 (z—y)?

Ulx —y,t) = exp(————— 3.44
erhalten wir, mit Hilfe der Substitution

y=1x+ Vikt z,

1 [e.9]

u(z,t) = NG / uo(x + Vakt 2)e ™ dz . (3.45)
Als Randbedingungen kommen beispielsweise die isotherme Randbedingung

u(0,t) =0
oder die adiabatische Randbedingung

ou

—(0,t) =0

2 (0,0)

in Betracht.

Diese Randbedingungen werden erfiillt, wenn wir, statt Gleichung (3.43),

u(z,t) = /G(ﬂc -y, thuo(y) dy, (3.46)
0
mit
G(r—y,t)=U(x -y, t) FU(x +y,1), (3.47)

verwenden.
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3.3.3 Rand-Anfangswertprobleme fiir hyperbolische Differentialgleichungen

Sei €2 C R™ ein beschrinktes Gebiet. AuBerdem sei

"0 0

A= —ikz a—%(aik(:c)a—%) + () (3.48)
mit

ai(z) = ap;(z) €ER, c(z) € Ry, (3.49)

aix,c € C(Q), (3.50)
und

i,k=1
wobei p > 0.
Ferner sei

Z ={(z,t) eR" |2€Q, 0<t<oo} (3.52)
und

Zp i ={(x,t) eR"™ |z €Q, 0<t<T}. (3.53)

Mit diesen Vereinbarungen lisst sich ein Rand-Anfangswertproblem beispielsweise folgender-
malen beschreiben:

Gegeben seien ug, u; € C°(Q) und f € C°(Z). Dann wird eine Losung u € C?(Z) von

0*u 4
ﬁ(m,t) + Au(z,t) = f(x,1), (3.54)
u(z,t) =0 firz € 0Qund 0 <t < o0 (3.55)
und
ou
u(z,0) = up(x), a(az, 0) = u(z). (3.56)

gesucht.
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Satz 3.22 Sei Q C R" ein beschriinktes C'-berandetes Gebiet. Ferner gelte (3.48), (3.49),
(3.50), (3.51) und ¢ > 0. Dann ist der Operator Ap,

(oA == " (aulr) 2

i,k=1

) +c(x)f(z), (3.57)

D(Ap) = C5°(©)
in L*(2) positiv-definit. Fiir den zugehorigen energetischen Raum H 4, gilt
Hy, = W,2(Q). (3.58)

Auferdem gilt fiir die Friedrichsche Erweiterung® (Ap)r

o((Ap)r) = 0p((Ap)F) - (3.59)

Definition 3.23 Sei Q) C R™ ein beschrinktes C'-berandetes Gebiet. Ferner sei ug € VVO1 2(Q)
und u; € L\Q). AuPerdem sei f € L*(Zyr) fiir alle T € R?,. Wir nennen eine Funktion u
verallgemeinerte Losung des Rand-Anfangswertproblems (3.54), (3.55), (3.56), falls

(i) u(.,T) € Wy () und v € WH2(Zy) fiir alle T € R,

(ii) im Distributionssinne

u
w‘i‘AU—f,

(iii) im Sinne des Einbettungssatzes 2.2

u(z,t) =0 fiirxc € 002, 0 <t < oo,

(iv) und
lim e, #) = u(er, T)l| 2y =l (o) = (o) 20y = 0.
., 0u ou . Ou
lim 155 (28) = G 2. D)l 2oy = T 1 57 ) = 1 () 120 = 0,
fiir' ' > 0,
gilt.

Ssiehe Satz 2.18
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Satz 3.24 Das Rand-Anfangswertproblems (3.54), (3.55), (3.56) besitzt, im Sinne der Definition
3.23, genau eine verallgemeinerte Losung u. Fiir die Eigenwerte der Friedrichschen Erweite-
rung des Operators Ap, (Ap)r, gilt

0< A <X < ... und \j — oo fiirl — o0. (3.60)

Die zugehorigen Eigenfunktionen {g;}ien bilden ein hinsichtlich L?(Q) vollstindiges Ortho-
normalsystem. Mit

_ / £, 1)) de
Q

erhalten wir

; o, g1) L2(0 cos \/_t \1/’_91 \/_t (3.61)

t

o / sin(v/(t — 7)) A7) dr) ().

Beispiel: Das Cauchy-Problem fiir eine kreisformige Membran

Essein € N, Q2 € R" ein beschrinktes, C*°-berandetes Gebiet und
Z:={(z,t) eR"™ | 2€Q,0<t <00},

Ferner sei uo(z), u1(z) € C®(Q) und f(z,t) € C®(Q x Z).

Wir suchen Funktionen u(z,t) € C®°(Q x Z) mit

2
T = f(n,) =0, (3.62)

u(z,t) =0 firz € 0Qund 0 < t < o0,
u(z,0) = uo(z),

ou
E(x, 0) = uy(x).

Sei vorerst ¢ = 1. Wir stiitzen uns auf folgenden Separationsansatz fiir den homogenen Fall der
Gleichung (3.62):

u(z,t) = g(x)h(t). (3.63)
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Falls g und h hinreichend regulér sind, dann gilt

W'g=hig. (3.64)
Fiir u # 0 ist das nur moglich, wenn ein p € R existiert mit

Ag+pg=0 in§ (3.65)
und

h" + puh =0 in (0,00). (3.66)
Da u(z,t) = 0 fiir z € O ist, gilt g|aq = 0.
Die allgemeine Losung von Gleichung (3.66) ist

h(t) = a; cos(\/ut) + by sin(y/mut) , (3.67)
falls p = .

Sei {gi(z) hien C L3(N2) ein vollstindiges orthonormiertes System von Eigenfunktionen von
Gleichung (3.65).

Dann wird, wie in Satz 3.24 beschrieben, das Cauchy-Problem (3.62), fiir f = 0, einschlieBlich
der Rand- und Anfangsbedingungen durch folgende Funktion (eindeutig) gelost:

o =3 (0 )20y cont ) + (%ﬂ sin7it) ) a(e). (3.68)

Die schwache Losung des Dirichlet-Problems

Das Eigenwertproblem (3.65), zusammen mit der Eigenschaft g|sq = 0, ldsst sich folgender-
mafen umformulieren zu:

Wir suchen ein g € W, *(Q) von

/(Vg -V —pngl) =0 firalle ( € C5°(Q) . (3.69)
Q

Fiir alle f € L?(Q) existiert, nach dem Rieszschen Darstellungssatz, genau ein g; € W, (Q)
mit

/ (Vgs- V¢ — f¢) =0 fiiralle ¢ € W,*() (3.70)

Q
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und

lgsllwre@) <l fllrzq firalle f e L*(2). (3.71)

Demnach wird durch T'f := g ein Operator T € L(L*(Q), Wy *(Q)) definiert.
T ist selbstadjungiert, positiv semi-definit und injektiv.
Ferner gilt: T = — A~ € L(L*(Q), Wy (Q)) und T € L(L*(Q), L*()) ist kompakt.

Die Eigenfunktionsbedingung 0 # g € N (u;'I — T) impliziert also, daB g € W,*(©2) mit
T(prg) = g gilt.

Damit ist f schwache Losung von

Ag+ prg =0 in Q und g = 0 auf 0N .

Schwingungen der Membran fiir R = 1 und c = 1

Das Eigenwertproblem (3.65) lautet in Polarkoordinaten

%9 199 1 0%
9,29, %9 —0. 3.72
6r2+r8r+r28g02+'ug 3.72)

Die Randbedingung lisst sich formulieren als
9(1,¢) =0.

Nach dem Ansatz g(r, ¢) = f(r)w(yp) erhalten wir

7‘2

1)

mit einer Konstanten ¢.

vy Loy ey )
() + 1)+ uf (1) = =05 =2, (3.73)

Da w periodisch ist, mit Periode 2, muB ¢ =: k2, k € Ny sein.
Damit gilt

w(p) = a-cos(kp) + B -sin(ky) . (3.74)
Aus unserem Eigenwertproblem (3.72) folgt die Gleichung

PP (= K f =0, (3.75)

Die Aufgabe besteht nun darin, Eigenwerte p zu finden, fiir welche es eine bei » = 0 stetige
Losung dieser Differentialgleichung gibt, die auBerdem noch der Randbedingung f(1) = 0
genuigt.
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Sei j1 # 0 und k2 := p. Dann fiihrt die Transformation p := 7 auf

d’f  1df K,
07 ;d—p+(1——)f—0. (3.76)

Diese Gleichung ist nun aber gut bekannt als Besselsche Differentialgleichung. Die Besselschen
Funktionen Ji(x) erster Art und k-ter Ordnung, wobei k € Ny ist, sind Losungen der Gleichung.

Die Funktionen J; sind, wie in (2.78) definiert, gegeben durch

. Oo (_1)j T\ kyo;
Ji(7) = ; S0k +j+1) SRS 3.77)

Losungen unsere Differentialgleichung (3.76) lassen sich dann folgendermallen schreiben:
fr(r) = Ji(kr).

Der Eigenwerte x* = y sind durch die Randbedingung
Jr(k) = fr(1) =0

gegeben. Sie sind also die Quadrate der Nullstellen der Besselschen Funktionen.

Jede der Funktionen Jj, besitzt unendlich viele Nullstellen x;, wobei [ € N ist.
Die Eigenfunktionen der Gleichungen (3.65) und (3.72) sind daher gegeben durch
gri(r,0) = Je(kpr)(a - cos(kp) + 5 - sin(ky)) . (3.78)

Der Schwingungszustand (k, ) hat k£ Knotendurchmesser und [ — 1 innere Knotenkreise. Fiir
die Nullstellen ;; der Besselfunktionen J;, erhalten wir

Kol = 2,4057 KRo2 = 5, 520, Koz = 8, 654,

K11 = 3, 832, K19 = 7, 016, K13 = 10, 173.
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Abbildung 3.4 Knotenlinien von Membranschwingungen

Zur Normierung der Eigenfunktionen bedienen wir uns der Relation

1

2 / 2 (k) dr = J.2 (k) - (3.79)
0

Das System
{Jo(kair), Jk(krr) cos(ke), Je(krr) sin(ke); k, 1 € N}
bildet ein vollstindiges und orthogonales System in

L*({z e R*|0< |z < 1}).
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Die Schwingungen der Membran fiir allgemeine Werte von R und c

Betrachten wir nun den Fall, da3 die Ausgangsgleichung in der Form
Pu , u Du
5 =t o)
ot? Ory  0x3

und €2 nicht der Einheitskreis, sondern etwas allgemeiner

Q=Br:={zcR?|0< |z| < R}

(3.80)

gegeben ist.

Dann erhalten wir als Eigenwerte

C2

[ = mi,ﬁ (3.81)
und als normierte Eigenfunktionen
1 r
= ———J —)- 1k 3.82
g (7, @) NCIORAC] k(K'k:ZR) exp(iky) , (3.82)
wobei k € Nyund [ € N.

Zusammengefalit lautet die Losung des Cauchy-Problems nach (3.68)

1 = — c . c
u(r, @, t) = — Z Z (akl cos(mklﬁt) + by Sln(’ﬁclﬁt)) . (3.83)

k=0 =1

—; explik).

wobei
R 27

r .
akl://uo(r,go)Jk(ﬂklE)exp(—zkzgp) rdrdp
00

und
R 2w
R r .
by = _//ul(r, @)Jk(mklﬁ)exp(—zkgo) rdrdy .
0

CR
0

Die Darstellung der Koeffizienten ay; und by, ldsst sich mit Hilfe des Orthogonalititssatzes
(2.87) herleiten. Mit /p1 = w impliziert (3.81) folgt
c

= K—. 3.84
w /iR ( )

Somit erhalten wir fiir die Eigenfrequenzen
c

277Vkl = HME . (385)
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3.3.4 Rand-Anfangswertprobleme fiir parabolische Differentialgleichungen

Sei (2 C R™ ein beschrinktes Gebiet. Aulerdem sei A wie in (3.48), (3.49), (3.50) und (3.51).

Damit beschreiben wir nun ein Rand-Anfangswertproblem durch
ou(z,t)

5 + Au(x,t) = f(z,1) (3.86)
u(z,t) =0 firr € 0Qund 0 < t < o0 (3.87)

und
u(z,0) = up(x). (3.88)

Definition 3.25 Sei Q C R” ein beschriinktes C*-berandetes Gebiet. Ferner sei ug € W, >(Q).
Auferdem sei f € L*(Zr) fiir alle T € R?%. Wir nennen eine Funktion u verallgemeinerte
Losung des Rand-Anfangswertproblems (3.86), (3.87), (3.88), falls

(i) u(.,T) € Wy*(Q) und u € L*(Zy) fiir alle T € R%,
(ii) im Distributionssinne

T Ay =
5 TAv=1,

(iii) im Sinne des Einbettungssatzes 2.2
u(z,t) =0 fiirxc € 02, 0 <t < oo,
(iv) und
lim [[u(z,t) —u(z, Tl 12@) = fim [u(z,t) = uo(2)]|r2() =0,
fiir' ' > 0,
gilt.

Satz 3.26 Das Rand-Anfangswertproblems (3.86), (3.87), (3.88) besitzt, im Sinne der Definition
3.25, genau eine verallgemeinerte Losung u. Die Bedeutung von \; und g, ist in Satz 3.24
erkldrt. Mit

f(t) = | fla,g(z) de,
/

erhalten wir

0 t

u(z,t) = Z((uo,gl)LQ(Q) exp(—\it) + /exp(—/\l(t — 1) fi(r)dT) gi(z) . (3.89)

=1 0
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3.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Sei H ein Hilbertraum und H,, H> seien Teilraume von H mit H; | H,. Zeigen Sie

H,® Hy=H, ® Hy
und

(H, @ Hy)t = H N Hy-.

Aufgabe 2
Sei G C R™, n > 2, beschrinkt.

a) Zeigen Sie, dass mit einer reellen positiven Konstanten a fiir u € HS’Q(G) die Unglei-
chung

lullr2@) < 2al|0pul| 2@
gilt.
b) Fiir u,v € Hy*(G) sei

3

Ov) dx .

B(u,v) := Z (Ou, O;v)
i=1

z:l

Zeigen Sie:

(i) Hierdurch wird eine hermitesche, nichtnegative Sesquilinearform auf dem Hilbert-
raum H,*(G) definiert.

(ii) Es gibt eine positive Konstante C, so dass fiir alle v € Hy*(G)
Cllulliz < Blu,u) < |Julli, -
¢) Sei f € L?(G) gegeben, sowie L € (L*(G@))’ definiert durch
L(g) = (f,9)0 ¥g € L*(G).
Zeigen Sie, dass die Einschrinkung

L‘H12 H12(G)—>C

ein stetiges lineares Funktional auf H,*(G) ist.
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d) Zeigen Sie, dass zu jedem f € L*(G) genau ein u € Hy*(G) existiert, mit
> [Fuosds = [ fods
=la G

fiir alle ¢ € Hy*(G).

Bemerkung: Ein solches u € H,?(G) heiBt schwache L2-Losung des Dirichletschen
Randwertproblems

—Au:finG’mitu\aG:O.

Zeigen Sie weiterhin, dass fiir ¢ € C3°(G) die folgende Gleichung gilt

/u(—Aqﬁ) dx:G/fd)dx.

G

Aufgabe 3
Bestimmen Sie die Losung des Cauchy-Problems der Wirmeleitungsgleichung
Ou Ou . .
@—520, wobeiz € R, ¢t € R,
und
u(z,0) = f(x).
Aufgabe 4
Welche Ladungsverteilung liegt dem Yukawa-Potential
Q _ 1 ekl —1
o(a) = =W = Q= + ——)
|z] |z] ||

zu Grunde?
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Aufgabe 5

Berechnen Sie das Potential ¢(z) und die Feldstirke F/(z) eines unendlich langen Zylinderkon-
densators mit der Flichenladungsdichte —|o| auf dem inneren Zylinder (Radius r;) und +|o|
auf dem &duBleren Zylinder (Radius 7,)

a) durch Ausnutzung von Symmetrieargumenten und Verwendung des GauB3schen Satzes,

b) durch Losen der Laplace-Gleichung.

Aufgabe 6
Gegeben ist die Flichenladungsdichte o (z, y), wobei o € CQ(R?).

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Poisson-Gleichung

ANp = —47mp,
dass
oo 9, o\ _
E(2_04_) %(z_o ) = —drno.
b) Sei

o(x,y) = opsin(ax) sin(Ly) .

Bestimmen Sie, mit Hilfe der Laplace-Gleichung und der Sprungrelation des Aufgaben-
teils a), ein durch die Ladungsverteilung erzeugtes Potential.

Aufgabe 7
Sei Q C R3 ein beschriinktes Gebiet mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten und

einem Rand der Klasse C*. Ferner sei ¢ € C?(Q) eine Losung der Laplace-Gleichung (d. h.
eine harmonische Funktion).

a) Beweisen Sie, dass

oo .
o0

b) Beweisen Sie die Mittelwertformel

olan) = oy [ ole)
S

welche beispielsweise ausdriickt, dass in einem ladungsfreien Raumbereich der Wert des
elektrostatischen Potentials an einem beliebigen Punkt 2, € R? gleich dem Potentialmit-
telwert tiber die Oberfliche S einer Kugel B, (zy) CC € mit Mittelpunkt x, und Radius
7 ist.
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Aufgabe 8
Gesucht ist eine Losung ¢ und die Greensche Funktion GG der Poisson-Gleichung fiir den Be-
reich H := {(x1, 29, 73) € R?| 23 > 0}.

a) Berechnen Sie zunichst G(z, 1), , 2’ € R3, fiir das Feld einer Elementarladung am Ort
x’ mit einem geerdeten Rand z = 0.

b) Welche anschauliche Bedeutung hat F'(x, 2’) in
1

T e -2

G(x,x) + F(x,2")?

c) Sei ¢ eine Losung der Laplace-Gleichung, die nur von r aus den Zylinderkoordinaten
(r, p, x3) abhingt. Weiterhin gelte

Plonnas, = Vi=const., i=1,2.

Dabei sei B,, := {(z1,72) € R? | 23 + 23 < r?} mitr; > 0.
Geben Sie ¢ an.

Aufgabe 9
Potential einer Dipolschicht

Eine Fliche S C R? sei mit einer Dipolschicht belegt. Sei D : R®* — R* die Dipolmoment-
dichte und

b= [ D) de

das gesamte Dipolmoment der Fldche. Das Vektorfeld v(z), mit |v| = 1, weise in Richtung des
lokalen Dipolmomentes. Zeigen Sie, dass sich das Potential ¢ der Dipolschicht als

b(z) = / D)), vx,%) d

x — 2|

schreiben lasst.
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Aufgabe 10
Wellengleichung

a) Formen Sie die skalare Wellengleichung

Pu 0%
02 o U

mit u € C%(R x R, ), mittels der Koordinatentransformation
(z,t) =~ (§&m) mit€ :=z+ct, n:=z—ct

um und zeigen Sie, dass ein v mit
u(z,t) = f(z —ct) + g(z + ct)

die Wellengleichung 1st. Dabei seien f, g € C?(R) beliebig.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der skalaren Wellengleichung

aQU
-2
Au—c _t2 = O,

mit u € C?*(R3 x R, ), in Kugelkoordinaten, wenn bekannt ist, dass u lediglich von |z
und ¢ abhéngt.

c) Zeigen Sie, dass die Wellengleichung

Pu  _,0%

0z ¢ eV

mit u € C*(R x R, ), invariant unter der Lorentz-Transformation

(z,t) =~ (2, t") mit 2/ :=y(z —vt), t' :=~(t — %z)

ist. Dabei sei
1

und v die Relativgeschwindigkeit des Systems S’ gegeniiber S bei einer gleichformig
translatorischen Bewegung.
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4 Lineare partielle Differentialgleichungen in der
Elektrodynamik und Quantenmechanik

4.1 Die Maxwell-Gleichungen

4.1.1 Physikalische Grundlagen

Die Maxwellschen Feldgleichungen bestehen aus den Gesetzen von
e Coulomb

divD = p, .1

e Ampere-Maxwell

oD

t H = — ; 4.2
e Faraday
0B
tE=—— 4.3
ro 5 4.3)

e und dem Gesetz von der Divergenzfreiheit des B-Feldes

divB=0. 4.4)

Sei Q C R? ein Gebiet mit einer endlichen Anzahl von Zusammenhangskomponenten und
einem Rand 01 der Klasse C'. Ferner sei S C 99) eine eine zweidimensionale kompakte, C'*-
berandete Untermannigfaltigkeit. Dann lassen sich die Maxwell-Gleichungen auch in integraler
Form angeben:

e Coulomb

/(D7 v)dw = Q, (4.5)

o0

e Ampere-Maxwell

/(H,T)ds:%/(D,y)dw—l—], (4.6)
S

oS
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Wegen der Divergenzfreiheit des B-Feldes, existiert ein Vektorpotential A mit

Demnach konnen wir das Gesetz von Faraday (4.3) folgendermal3en schreiben:

e Faraday

|

oS

T)ds:—%/(B,u)dw,
s

e Gesetz von der Divergenzfreiheit des B-Feldes

/(B,u)dw:().

o0

B=rotA.

A
rot(E—i—E):O,

und es existiert folglich ein skalares Potential ¢, so dass

0A

=5

E = —grad

Wir nehmen im Folgenden an, dass

und

D =¢F

B=uH

105

4.7)

(4.8)

4.9)

(4.10)

4.11)

mit Konstanten ¢, u € R gelte. Die Gesetze von Coulomb (4.1) und Ampere-Maxwell (4.2)
lassen sich nun umformulieren zu

und

Zu

0 ..
Agzﬂ—aleA_——

, mit

ptrotrot A = (= AA + grad div A)

pwtAA - 68

2

ot?

p
€

grad (p'div A+ e

99

ot

A
= 62(—grad ¢ — 0

ot

)=—j.

ot

)+,

(4.12)

(4.13)
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Schreiben wir statt unseres Vektorpotentials, das wir nun als A, bezeichnen,
A:=Ag+grad A, (4.14)

so bleibt B in Gleichung (4.9) unverindert. Statt (4.11) erhalten wir nun
OA 0A

EF=—grad (¢ — —) — —. 4.15
erad (9 — 52) — @.15)
Das skalare Potential transformieren wir gemif
oA
= _ . 4.16
¢ = o 5 (4.16)
Die Gleichungen (4.14) und (4.16) heiflen Eichtransformationen. Wihlen wir
1 0A
AN — - =0 4.17
c? ot? ( )
mit
1
c= ,
VER
so erhalten wir
1 0 11 0 0?A
- ldiv A + ea—f = 1 (div Ag + AA) + e(% - 55) (4.18)
1 )
1
= div A e
podv Ag + € o
so dass die Lorentzbedingung
10
diVA+——¢:O (4.19)
c Ot

unter der Eichtransformation (4.14) und (4.16) unter der Bedingung (4.17) erhalten bleibt. Diese
Eichtransformation mit Bedingung (4.17) wird als Lorentz-Eichung bezeichnet.

Unter der Lorentzbedingung (4.19) entkoppeln die beiden inhomogenen Gleichungen (4.12)
und (4.13) und ergeben die inhomogenen Wellengleichungen

1 9? P
80— Gor? = e “20
und
1 0? ,

Wir konnen statt B = rot A natiirlich auch H = rot A setzen und als Lorentzbedingung

. 0¢
div A + ea =0 (4.22)

verwenden.
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Der Hertzsche Vektor
Hier definieren wir A als Vektorpotential mittels
H=rot A.

Der Hertzsche Vektor 11 ist dann durch

oIl
A=e—
“ot
erklért. Somit gilt geméB die Lorentzbedingung (4.22)
0 0
div A —ea—f =€ &le I1

und, wenn wir die Integrationskonstante gleich Null wihlen,
¢ = —divIl.

Folglich erhalten wir

H = e%rotﬂ
und
2
E= —MGW + grad div II.

Im ladungs- und stromfreien Fall gentigt II der homogenen Wellengleichung

1 0711

o Y

Da p = 0 ist, gilt auch div £ = 0. Demnach existiert ein Vektorpotential A,,, so dass

E = —rot A,,.
Mit dem durch
Ol1
A, = pn—=
Kot

erklarten Hertzschen Vektors II,,, schreiben wir nun
0
E=—u arot I1,,
und
0%11,,

H=—
"o

+ grad div 11,,, .

107

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)
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Energiedichte und Energiestrom

Mit Hilfe des Ampere-Maxwell-Gesetzes (4.2) erhalten wir

/(j, E)d*r = /((E,rot H) — (E, %—?)) . (4.32)

Q Q

Demnach gilt, gemal
div(E x H) = (H,rot E) — (E,rot H)
und dem Gesetz von Faraday (4.3),

/(j, E)dPr = — /(div (E x H)+ (B, %—?) + (H, %—f)) Pz . (4.33)

Q Q

Nehmen wir an, dass das Medium lineare elektrische und magnetische Eigenschaften besitzt
und sich die Gesamtenergiedichte « durch

1

u = 5((E, D)+ (B, H)) (4.34)

ausdriicken lésst, dann folgt aus (4.33)
0
- /(j, E)diz = /(6_1‘ 4 div (E x H))d*s. 4.35)
Q Q

Mit dem Poynting-Vektor S, definiert durch

S =FxH (4.36)
erhalten wir den Energieerhaltungssatz als Kontinuitédtsgleichung in der Form

0

K divS = —(j, E). (4.37)

ot
Beispiel

Eine ebene, ungeddmpfte elektromagnetische Welle hat die Energiedichte

1
u = §(ED+HB) = eB? = pH?

und die Energiestromdichte
|S| = FEH = cu.

Die Intensitét [ ist der Zeitmittelwert von S, d.h.

T
1 1 1

I =cu= c?/u(t)dt: §ceE02 = §c,uH§.

0
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4.1.2 Randwert- und Anfangswertprobleme

Setzen wir p = 0, j = 0, ¢ = 1 und p = 1 voraus, so nehmen die Maxwellschen Gleichungen
folgende Form an:

8—E(x, t) =rot H(x,t), (4.38)
ot
div E(z,1) =0, (4.39)
Ol 1) = —rot B(n.1). (4.40)
ot
div H(z,t) =0. (4.41)

Definition 4.1 Sei (Ey, Hy) € (C*°(R3?,R3), C=(R3,R3)). Wir bezeichnen
(B, H) € (C%(F® x R, BY), C(E x R, EY))

als (klassische) Losung des Cauchyproblems fiir die Maxwell-Gleichungen im R?, wenn (E, H)
die Gleichungen (4.38 - 4.41) erfiillt und den Anfangsbedingungen

E(z,0) = Eo(xz) und H(z,0) = Hy(x) (4.42)

geniigt.

Satz 4.2 Geniigt (E, H) den Voraussetzungen der Definition 4.1 und gilt
div Ey(z) = div Hy(z) =0, (4.43)

dann gibt es ganau eine Losung (F, H)(x, t) des Cauchyproblems fiir die Maxwell-Gleichungen
und es gilt

Bat)= 1 [ iy s oG [ By (4.44)
ly—z|=t ly—z|=t
und
Hlat) = ——— / rot Eo(y) dy + —2-(2 / Holy) dy). (4.45)
47t Ar Ot t

ly—z|=t ly—z|=t



TH Niirnberg 110

Randwertprobleme fiir einen kreiszylindrischen Hohlleiter

Wir betrachten in Richtung der Zylinderachse x; = z fortschreitende Wellen von 11, so dass fiir
den Hertzschen Vektor IT = (113, 0, 0) gesetzt wird. AuBerdem gehen wird davon aus, dass sich
die z;-Komponente des Hertzschen Vektors in Form einer ebenen Welle darstellen 1idsst mit

Iy = ITy (29, x3)el@tF12) | (4.46)

wobei k; = 27?)%1 mit der Hohlleiterwellenlidnge \;. Dieser Ansatz ist hier im Sinne einer
Néherung zu verstehen.

Abbildung 4.1 Ein kreiszylindrischer Hohlleiter

Die Komponente II; des Hertzschen Vektors geniigt der Helmholtzschen Schwingungsglei-
chung

ATl + KT, = 0. (4.47)

Weiterhin erhalten wir

0? 10 1 0?
(_87“2 + ;_87’ + 7”_2_8902 + 32)H1(T7 90) =0, (4.48)
mit

w2

82 = —2 — k’% .
c
Wir schreiben

I (r, 0) = f(r)g(e)

Wie in der Losung zum Cauchy-Problem fiir eine kreisformige Membran, existieren m € Z, so
dass

0?11,

5 —m?, . (4.49)
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Demnach geniigt f der Besselschen Differentialgleichung

P+ f 4 (PP = m?) f =0 (4.50)
und es gilt f = J,,(sr). Somit erhalten wir mittels

I, (0,7, 21, t) = AJy(s7) cos(mgp)e!@—Fen) 4.51)

eine Losung. In Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) werden Gradient, Divergenz und Rotation folgen-
dermalen dargestellt:

ou 1 % ou

grad u = Eer + ;&06@ + &ez,
) 10(rA,) 10A 0A,
A=- -
div r Oor +r(’3gp+3z’
und
10A 0A 0A 0A 10(rA,) 10A
tA=(-—2 -2 L= - LA P
o (T Op 0z Jer + 0z or Jeo + (7’ or r Op Je:
Demnach gilt
. 821_.[1 1 821_[1 821_[1
grad div Il = mer + ;89082% + 5.2 e, 4.52)
und
ror1r — 1O, O (4.53)

r 8goeT_ ar ¢

Mit Hilfe der Gleichungen (4.26) und (4.27) erhalten wir somit

0
H=c¢ arot II (4.54)
= —iweAe!@tRE) (i Jmfnsr) sin(me)e, + sJ,,(sr) cos(mep)e,,)
und
2
II
E = —pe %? + grad div 11 (4.55)

. Im, :
= s’ Tlye, — ik Ae'@ =R (5] (sr) cos(mep)e, — mﬂ sin(mep)e,) .
r

Da H; = 0 und damit das Magnetfeld transversal zu x; ist, nennen wir diese Losungen TM-
Wellen, wenn diese zusitzlich der Randbedingung (4.58) geniigen.
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Entsprechend implizieren die Gleichungen (4.30) und (4.31)

0
B = —protll,, (4.56)
= z’cpu%l(z‘(wt’km)(mﬂ sin(mep)e, + sJ,,(sr) cos(mep)e,)
r
und
H L + grad div II (4.57)
= —ue rad div II,,, .
H o2 g
2 : t(wt—kiz1) / Jm(sr) :
= sl e, — ik Ae 12 (s J! (sr) cos(mep)e, —m sin(mep)e,) .
r

Da F; = 0 und damit das elektrische Feld transversal zu x; ist, nennen wir diese Losungen
TE-Wellen, wenn diese zusitzlich der Randbedingung (4.58) geniigen.

Da fiir die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke £, die Randbedingung

Eil o =0 (4.58)
gilt, folgt fiir TM-Wellen

E,=0, E,=0 fiirr =r
und fiir TE-Wellen

E,=0 fiirr =ry.



TH Niirnberg 113

Das impliziert, dass bei
e TM-Wellen
STo = Kmi ,
wobei x,,; die Nullstellen der Besselfunktion erster Art und m-ter Ordnung .J,,, sind,
e TE-Wellen
$T0 = Kmi
wobei &, die Nullstellen von J/ sind.

Damit konnen Knotenzylinder des Hohlleiterquerschnitts anhand der Nullstellen von .J,,, und
Knotenflichen mittels der Nullstellen von cos(m) dargestellt werden:

Abbildung 4.2 Knotenfldchen fiir TMy;, [ =1,2,3
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Bei TM-Wellen lautet hier die elektrische Feldstirke in Axialrichtung

ei(wt—kyzy)

By = As*J,,(sr) cos(myp)e

Fiir m = 3 und [ = 3 lésst sich diese im Querschnitt des Hohlleiters zu einem festen Zeitpunkt
folgendermafBien abbilden:

Abbildung 4.3 Richtung von F; und Knotenflichen fiir T'M33
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Im Rahmen von elektro- oder magnetostatischen Problemen tritt beispielsweise folgendes Rand-
wertproblem auf:

Definition 4.3 Dirichlet-Problem D(Q, h, g, 7, E*, ..., E™)

Sei Q) C R3 ein beschriinktes Gebiet, das aus endlich vielen disjunkten, jeweils zusammenhdingen-
den, C'*°-berandeten Gebieten besteht. Die Anzahl beschrinkter Zusammenhangskomponenten
von Q) = R3\Q betrdgt m. Ferner sei E; ¢ R, i =1,..m, 0 < a < lund h € C’O‘(Q,R),
g€ C¥Q,R?), v € C*(Q,R?) und

(v,7) =0 auf 002

Gesucht ist ein f € C*(Q, R?) mit

divf=nh, (4.59)

rot f =g, (4.60)

—v X f=~ auf 09, (4.61)

—/(%f)ﬁilmdw:E", 1<i<m. (4.62)
o0

Eine ausfiihrliche Behandlung dieses Problems findet man in [29] und [52]. Diese Randwert-
aufgabe steht aulerdem in einem engen Zusammenhang mit dem Stokes-System, wie beispiels-
weise in [52] gezeigt wird.

Sei
Z(Q) :={z e C'(QR)NC*(Q,R’) |divz =0, rot z = 0, (v, 2) ., = 0} (4.63)

wobei 0 < p < 1 gelte. Elemente aus Z((2) werden als Neumann-Felder in () bezeichnet. Ferner
sei ;= R*\Q und

~

H(Q) :={h e CQ)NCHQ)|grad h = 0, |h(z)| = O(|z|7?) fiir |z| = co}. (4.64)

Unter {h, ..., h™} verstehen wir eine Basis von H ().
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Ist @ C R? ein beschrinktes Gebiet, v € C°(2,R3) und S C () eine glatte, doppelpunkt-
freie, geschlossene und orientierte Fliche und die Einheitsnormale v so gewihlt, dass v positiv
orientiert hinsichtlich der Orientierung von S ist, dann heif3t

E = /(u, f)dw (4.65)

S

die Ergiebigkeit des Feldes f beziiglich der Fliche S. Ein Feld f wird als ergiebigkeitsfrei
bezeichnet, wenn die Ergiebigkeit beziiglich jedes S C (2 verschwindet.

Satz 4.4 Integrabilitdtsbedingungen

Fiir die Losbarkeit des Problems D(Q, h, g,7, E', ..., E™) durch ein Feld f miissen folgende
Bedingungen erfiillt werden:

(i) g ist ergiebigkeitsfrei, d. h.
/(1/5, f)dw =0 fiiralleS C ). (4.66)
S
(ii) Fiir die Flichendivergenz divs von vy gilt
divey = (v,7), falls f € C*(Q,R?). (4.67)
(iii) Weiterhin gilt

/(g,z) dxr + /(7,2) dw fiir alle z € Z () (4.68)

Q o0

Satz 4.5 Losung des des Problems D(Q, h, g,7, E*, ..., E™)

(i) Sei f eine Losung von D(2,h,g,7, E', ..., E™). Dann geniigt die Normalkomponente
e = —(v, f) auf Q) der Integralgleichung

1 9 "
_ 2 [ 2 , = 4.
(o) — 5 / (o))l dos (4.69)
o0
1 e(z’) g9(z) (')
= d dz' — dz’
- v(©)grad [ Lo —ror ([ L [ ).
oN Q oN
wobei x € 0X), und den Nebenbedingungen
/d%ﬂmdw:Ei,lgigm. (4.70)

o0
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(ii) Ist e € C°(00Q) Losung der Integralgleichung (4.69), geniigt den Nebenbedingungen
(4.70), ist v € C1(OQ), g € C(Q,R3) N CHQ,R3) und gelten die Integrabilitiitsbe-
dingungen des Theorems 4.4, dann ist f mit

f=—gradU + rot A, (4.71)

wobei U gegeben ist durch das skalare Potential

1 h(z") e(z’)
Ulr) = — dx’ dw’ 4.72
@)= 3 ([ op e+ [ aw) @72)
Q o9
und A durch das Vektorpotential
1 GO / )
Alzr) = — d di 4.73
(z) 47'('(/ |z — 2/ T |z — 2| We) (4.73)
Q o)

Losung des Problems D(Q, h,g,~v, E*, ..., E™).
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4.2 Die Schrodinger-Gleichung
4.2.1 Physikalische Grundlagen

Unter einer Schrodinger-Gleichung verstehen wir beispielsweise eine Gleichung der Form

h%—f+( A= V(@) =0 (4.74)

Wiihrend wir bei dieser Gleichung R™ = R? setzen, betrachten wir auch Gleichungen der Form

O
h— =H 4.75
Lwy v, (4.75)
wobei 1y € D(H) := Cg°(R3") sein kann, falls der Operator H beispielsweise gegeben ist®

durch

f{:——ﬂa Ze}j -+e§:—— (4.76)

>k Tjk

Dieser Fall tritt bei ortsfesten Atomen mit Kernladungszahl Z und n Elektronen auf. Im Falle
eines Wasserstoffatoms, konnen wir demnach hier
h2 2
H=-—n-5% (4.77)
2m r
und D(H) = C5°(R?) schreiben. Um hierbei auch ein zeitlich unverinderliches duBeres elek-
tromagnetisches Feld zu beriicksichtigen, bietet sich an

3
1 h 0 € 4 , €
_ E : i _ZA. - Vv 4.78
2m = i0r; ¢ 4(@)) r +evia) (4.78)
zu setzen. Betrachten wir statt des Wasserstoffatoms einen Atomkern mit Kernladungszahl Z
und einem Elektron in der Hiille, so ersetzen wir Gleichung (4.77) durch

2 2
He a2 (4.79)

2m T
Fiir das neutrale Heliumatom schreiben wir stattdessen

go_ P a_2 2 &
2m 71 9 712

und D(H) = C5°(RP).

Swobei hier 4mey = 1 gesetzt wurde
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Unsere Operatoren konnen wir mittels

“ . 10
H=> (D;—b;)*+q, wobeiD; = 5 (4.80)
j=1

zusammenfassen. Dabei sei b; € C'(R™), ¢ € L} (R™) und D(H) = Cg°(R™). Vorerst be-

schrianken wir uns jedoch auf Fille mit b; = 0 und Wechselwirkungen zwischen dem Atomkern
und einem Elektron.

Mittels (4.75) erhalten wir

o _ _ o
ihs: () = DHY — GHD, 4.81)

was, im Falle von
2

He - A v mitv . R" SR,

2m

mit der Definition der Wahrscheinlichkeitsstromdichte

h .

Ji= T(¢V¢ — V), (4.82)

mi

die Form einer Kontinuititsgleichung

0

a—i Fdivi=0. (4.83)
annimmt. Da hierbei fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

p =i = [y (4.84)

gilt, erhalten wir eine anschauliche Interpretation der Go8e .

Zu den Axiomen der Quantenmechanik gehort, die Aussage, dass sich der Systemzustand ) (t)
zum Zeitpunkt ¢ > 0 durch den Zustand vy zum Zeitpunkt ¢ = 0, der als Element eines Hilber-

traumes mit Norm ||¢)g|| = 1 vorausgesetzt wird, mittels
.t
Y(t) = exp(—iz H)vo (4.85)

berechnen lasst.

Ein quantenmechanischer Zustand heilt stationdr, wenn der Hamilton-Operator H zeitunab-
hingig ist. Wird ein quantenmechanischer Systemzustand ) als Element eines Hilbertraumes

mit Norm |[[1)|| = 1 charakterisiert, so ist der Zustand genau dann stationér, wenn 1) ein Eigen-
element des Hamilton-Operators /, d. h.
Hip = By, (4.86)

ist. Demnach gilt

Y1) = () exp(—i3 B). (4.87)
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4.2.2 Losungstheorie

Nach [50] gilt:
Satz 4.6 Der zu dem Differerentialausdruck

h2 2
H= - 67 (4.88)

gehérige Operator H mit D(H) = C§°(R3) ist in L*(R®) wesentlich selbstadjungiert und
halbbeschrdiinkt. Weiterhin gilt

(i) fiir den Definitionsbereich

D(H) = W**(R?)
(ii) fiir das kontinuierliche Spektrum

o.(H) = [0, 00)

(iii) fiir das Punktspektrum’

— me4

UP(H) = ()\n)neN mit >\n = —m

(iv) fiir den Eigenraum

dim(N(\I — H)) = n?

(v) und

N(AT — ﬁ) = (T_%L2l+1,n—1—1(P)ST(rZL) (19)77"_%[/21+1,n—l—1(0) r(rlz)'(ﬁ))hmm/a

wobei

2me?
= r
p h2n

und0<1<n—-1,0<m<[1<m <L

7wobei hier 47ey = 1 gesetzt wurde



TH Niirnberg

Diskretes Energiespektrum eines Teilchens ohne Spin im Coulomb-Feld

Wir betrachten das Anfangswertproblem der Schodingergleichung

ih'(t) = Hi(t) ,4(0) = v,
wobei der Hamilton-Operator H wie in Gleichung (4.79) durch

2 Z2
g A2
2m r

gegeben ist und ¢y € D(H) gilt. Statt ¢, schreiben wir nun .

Weiterhin lésst sich der Laplace-Operator /A in Kugelkoordinaten ausdriicken:

1920, A

r? 8r(r 5> r2

mit
1 0 0 1 07

= sinﬁ<%(smﬁ%) + sinﬁﬁ_gﬂ)'

Der Drehimpulsoperator £ ist definiert durch
L =—ih(r x V)
und demnach beispielsweise £, durch

L, 0 0
L, = —zh(xa—y - y%)

und in Kugelkoordinaten, mit 0 < 9 < m, 0 < p < 27,

o,
LZ = —’Lh%,

L, = ih(sin go% + cot ¥ cos go%) ,

L, = —ih(cos go% — cot ¥ sin cp%)

und

1 0 0 1 0?
2 2 2 2 2 :
L :£$+£y+ﬁzz—h (——(811119—)‘|—m0—902

sin ¥ O oY )

121

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)
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Eigenwertgleichungen fiir L, und L*

Fiir £, aus Gleichung (4.92) erhalten wir die Eigenwertgleichung

~in?1E) — L)

und als Losungen

v(g) = Aexp(ivsg).
Weiterhin gilt

() = ¢(p + 27)
und demnach

L,=hm, meZ.

Fiir £2 aus Gleichung (4.96) erhalten wir die Eigenwertgleichung
0 1 9?

5, 1 0 . 2
n (sinﬁ‘ 09 (Smﬁaﬁ) * sin® 1) Jp? JW(0,¢) V(D)

Falls

L =hI(1+1),
sind

V(9 0) = SR, )
und

(¥, 9) = SP W, )

122

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

Losungen der Gleichung (4.99). Dabei sind S und S Kugelflichenfunktionen des Grades
[ € Ny auf der Oberflache der Einheitskugel ws. Die Zahl [ heifit in dem dargestellten Zusam-

menhang Nebenquantenzahl, die Zahl m magnetische Quantenzahl.

Mit den zugeordneten Legendre-Polynomen aus Gleichung (2.59),

m dl+m
2

() = (1 )% S

(1—tH", m=0,1,....1,

und

o (I +m)2r

SS9, ) ! \/<l_m)!(21+1)le(cosﬁ)cos(mg0), m=0,1,..
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W (0, ¢) = zzlzv\/<l ?ZT);g'lzjr 1)le(<30819) sin(mg), m=1,...1,

0 <9 <m0 < p < 2m, erhalten wir ein orthonormiertes System von Kugelfiichenfunktionen

{\/—Sé’, 0, .,80.80 801 e N}

Eigenwertgleichung fiir H

Wir nehmen wieder an, dass sich die Zeitabhidngigkeit der Wellenfunktion durch einen Faktor
der Form

1B
eXP(—ft)

ausdriicken ldsst. Dann lésst sich der ortsabhingige Anteil der Wellenfunktion fiir diese stati-
oniren Zustinde, mit bestimmten Werten von L? und L., in einem kugelsymmetrischen Feld
als

VEpm = fEa(r)SY(9,¢) bzw. Vpym = fri(r)SY (Y, ¢)
schreiben.
Fiir R(r) := r fg,(r) erhalten wir

d*R  2mE 2mZe*  I(l+1)

— R=0
dr? * h? + h2r r2 )
und, mit
hQ 2
a/::—Q,Eazze—’p::i’
mc a a
E
2. 9~ 4.102
a Ea ) ( )
die Gleichung
d? 5 27 U(l1+1)
- _ - _ R(o) =0 4.103
(G =+ = =R (4.103)

mit dimensionslosen Koeffizienten. Zumal

lim (R(p) — (Ae™ " 4+ Be*)) =0

p—00
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mit Konstanten A und B und, wegen der Beschrinktheit der Wellenfunktion, B = 0 sein muss,
setzen wir

R(p) = e~ ™ > " B,p" (4.104)
v=0

und bestimmen [, durch Koeffizientenvergleich. Das fiihrt auf die Rekursionsformel

2a(v+1+1)—2)
(v+l+2)(v+1+1)—1(1+1)

5u+1: Bu; veNy.

Da die Potenzreihe (4.104) bei v = n,. abbrechen soll, muss

an,+1+1)=2 (4.105)
sein. Die Grofe

ni=n,+1+1 (4.106)
wird als Hauptquantenzahl bezeichnet. Mit (4.102) und (4.105) erhalten wir

p_ 2

— . 4.107
£, 2n? ( )
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= I
n=3 ’_m‘ Paschen
n=2

Balmer

Lyman

Abbildung 4.4 Energieniveaus und Spektralserien des Wasserstoffatoms

Fiir die radialen Wellenfunktionen f(p) := p~'R(p), mit Z = 1 und

/fQ(p)p2 dp=1,
0

gilt
Zustand | n,. | f(p)
Ls 0 | 2exp(—p)
2% |1 %(1 ~Byesp(-2)
» | 0| —=pexp(-L)
21/6 2
3s 2 %(1 - gp + %pQ) exp(—g)
w1 2 goen(-5)
3d 0 813%p2e p(—g)
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2s

3|

2p

3p
3d

N~ -

Abbildung 4.5 Radiale Wellenfunktion des Wasserstoffatoms
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Auch fiir sehr allgemeine Potentiale lassen sich noch wichtige Ergebnisse erzielen:

Hierzu betrachten wir den Hamilton-Operator H der Gleichung (4.80). Sei ¢ : R™ — C mit
qe L} (R™)und p € R und

loc

C [ Pl =t e p<m
Myy(w) = 777 1 (4.108)
[ Pyt s opzm.
lz—y|<1

Wir schreiben ¢ € M,(R™), falls g € L7, .(R™) und zusitzlich M, ,(.) beschrinkt ist.

loc

Nach [53], Satz 10.22 gilt:

Satz 4.7 Sind neben b; € C*(R™), j =1, ...,m, auch deren Ableitungen beschrdnkt und
q € M,(R™) fiir ein p < 4, so

(i) ist der Operator H wesentlich selbstadjungiert,
(ii) D(H) = W*2(R™) und

(iii) H ist nach unten halbbeschrdnkt.
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4.3 Die Dirac-Gleichung

Freie Bewegung eines Fermions mit Spin % nach der Dirac-Gleichung

Die Schodinger-Gleichung ist nicht invariant unter der Gruppe linearer Transformationen
x'V:Zawxu, v=1,...4, (4.109)

mit
det(a,,) = £1,
d. h. der Gruppe der Lorentz-Transformationen.

Dirac stellte 1928 eine Gleichung auf, die sich zur Beschreibung relativistischer Fermionen mit
Spin s = % eignet. Dabei fiihrte er ein System von Funktionen v, (x, ), v € N, ein, womit die
elektrische Ladungsdichte p. mittels

pe=eY U, (4.110)

veN

bestimmt wird. Hierbei setzen wir voraus, dass ¢, € C*(R3 x R, ) und ¢, (., t) einen kompak-
ten Trager hat. Nach dem Erhaltungssatz der elektrischen Ladung muss

d - awy 8% _
dt/pex e%/ Yot Py —5) dr =0 (4.111)

gelten und v, Losung eines Systems partieller Differentialgleichungen fiir (¢, ),y erster Ord-
nung in ¢ und wegen der relativistischen Invarianz auch erster Ordnung in z, £ = 1,2, 3, sein.
Ein solches Gleichungssystem kann folgende Form haben:

%85/;,, > D O"Wa P Z Vg ppthy = (4.112)

1<k<31<pu<4 1<p<4

wobei oy, ., € C, kK =1, ..., 4, Konstanten seien.

Sei 0 = (0k1)1<kicm € M(m x m,C)und 0* = (0} ) 1<k i<m € M(m x m,C), mit o, = 7y,
die zu o adjungierte Matrix.

Die Pauli-Matrizen oder Spinmatrizen sind gegeben durch

01 0 —i 10
01—(10), 02—(i OZ), ag—(0_1>. (4.113)
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Diese sind selbstadjungiert und sie bilden ein antikommutierendes normiertes System, d. h.

5kl 0

oR0] + 010 = 2 ( 0 5kl

), 1<k1<3. (4.114)

Eine Matrix o € M (4 x 4, C) schreiben wir iiblicherweise als

Q1 (g (13 (14

_ | Ga1 Qoo (ia3 (igg

o = (aik)lgi,kgzl = )
Q31 (32 (N33 (i34
Qg1 Qg Qg3 Oigq

wobei oy, € C. Stattdessen konnen wir aber auch o, € M (2 x 2, C) setzen und

. (0411 0412)
o =
Qg1 Qg2
notieren. Ist zudem
8= B P2
Ba1 oz
mit B € M(2 x 2,C), so gilt
a-f= <Oé11 0612) (511 512) _ (0411511 + ai2fo1 anfia + 0412522) O (4115)

Q91 (29 Ba1 Baz Q1511 + 9f21 21 B12 + a2
Weiterhin gilt fiir die adjungierte Matrix o*
of = (O‘y 0‘12> _ (4.116)
Qg1 Qoo

Im Rahmen dieser Schreibweise mittels zweireihiger quadratischer Matrizen, sei aulerdem

10 00
]:(01) und 0:(00>.

Fiir die Matrizen (o) € M(4 x 4,C), k =1, ..., 5, mit

o 0 —iO’k .
= (wk 0 ) L k=1,2,3, (4.117)
I o0
= (0—1) , (4.118)

(67

01
(IO) (4.119)
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gilt

5I<:ZI 0

0 6sz) ckl=1,..,5, und a® = (a®)*. (4.120)

ROy + oo = 2 (

Wie sich leicht zeigen lédsst, miissen fiir die Matrizen oy, aus Gleichung (4.112) die Bedingungen

() =1, apay+agoy =0, (4.121)

apog + ooy = 2(5MI, mitk,l = 1,2,3,

gelten. So konnen wir (4.120) nutzen, um zu zeigen, dass die in (4.117) und (4.118) definier-
ten Matrizen (a*)) diese Bedingungen erfiillen und fiir Gleichung (4.112) verwendet werden
konnen.

Nun gehen wir von der Gleichung

0
h— = H 4.122
mit
3
H:=c) oppr +mc’ay (4.123)
k=1
und

D(H) = C5*(R°, CY),
aus. Die letztgenannte Bezeichnungsweise bedeutet, dass der Definitionsbereich aus Funktionen
P(x,t =0) = (Y1,V2, %3, 1) (2, = 0)
mit
Y, (,t=0):R*—= C und 9,(.,t =0) € C;°(R?)
besteht.
Der Operator H ist wesentlich selbstadjungiert und es gilt
D(H) = WH(R3,C*) (4.124)
und

o,(H) =10, 0.(H) = (—00, —mc*] U [mc?, 00). (4.125)
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Fiir die stationédren Zustinde gilt

0(,1) = dole) exp(—i). w126
Schreiben wir
bolo) = (igo 4.127)
mit
= (lzt=0) _ (Wsat=0)
so erhalten wir
e\ _ ([ mc clop)) (¢
" (X) a (C(U,p) —m62> (X) ) (4.129)
wobei
3
(0:0) = 2 o (4.130)
k=1

gesetzt wurde. Fiir nichtriviale Losungen muss

me* —E  c(o,p) ) _
det ( o) meiE) =0 (4.131)

sein, was zu

E = %xcv/|p|* + mc? (4.132)

fiihrt. Mittels (4.129) erhalten wir

c(o,p)
=1 . 4.133
X mere? ( )
Mit der ortsunabhingige Spinfunktion
_ [ w
U= (u2) , (4.134)
wobei |u| = 1, konnen wir ¢ als
: 2+ E. '
o= (2nh) H(EE T2 buexp( (p, ) (4.135)
schreiben.

Fiir eine nichtrelativistische Ndherung mit £ > 0 schreiben wir

E=mc+ E" mit E' < mc*. (4.136)
Demnach gilt
1

X~ —(0,p) <. (4.137)

2mc
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4.4 Die Klein-Gordon-Gleichung
4.4.1 Physikalische Grundlagen

Nach Definition der Energie- und Impulsoperatoren durch

0
E =ih— = —ih
zat,p 1hV ,

erhalten wir, mittels

2
‘62| — ‘p’2+m202’

als relativistische Gleichung fiir ein freies Teilchen mit Spin Null:

A2 82¢
CTW — (h2A — mZCQ)w =0.

Diese Gleichung wurde 1926 von Klein, Fock und Gordon vorgeschlagen.

Setzen wir wieder x € R3 x iR, mit x4 = ict und

0
p,u ? ax“ y M ) ) E

so erhalten wir
4
(Zpi +m?*c*)p =0.
pn=1

Nach einfacher Rechnung erhalten wir die Kontinuitétsgleichung

dp .
En +divy; =0,
wobel
_ith SO0y oY
©2me? (wﬁ 1/}%)

und
. h - .
= =BV~ V).
mi
Betrachten wir j € R? x iR, mit

j = (j17j2aj37icp) )

132

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)

(4.146)
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so konnen wir die Kontinuitétsgleichung umformulieren in

4 .
2%20, (4.147)
X
p=1 ""H
wobel
R R W
Tu 2mi(w&vu w@mu)' (4.148)

Um die Schrédinger-Gleichung unter der Bedingung F’ := E —mc? < mc? zu erhalten, setzen
wir

imc?

o(x,t) = (x,t) exp( - t) (4.149)
und erhalten

oY oo mc? imc? mc? imc?

L= (2 - t) ~ —i—— — t 4.150

5~ (gp ~ i P exp(-——t) & —im—pexp(———1), (4.150)

Y 2mcdp  mict imc?

Demnach ergibt sich mittels der Klein-Gordon-Gleichung (4.140) die Schodinger-Gleichung

th— + —Ap=0. (4.152)
m

Auf den ersten Blick erstaunlich ist die Tatsache, dass p negative Werte annehmen kann. Da
allerdings Teilchenpaare erzeugt und vernichtet werden konnen, ist die Teilchenzahl in der re-
lativistischen Quantentheorie keine Erhaltungsgrofle. Multiplizieren wir (4.144) und (4.145)
jeweils mit der elektrischen Ladung e, so erhalten wir die Ladungsdichte

teh -0 o

p 2m02( ot ¥ ot ) (4.153)
und die elektrische Stomdichte
) eh - _
j = T(ww — V). (4.154)
mi

Die Kontinuitistgleichung driickt nun die Erhaltung der Gesamtladung aus. Die Ladungsdichte
kann selbstverstidndlich negative oder positive Werte annehmen, oder auch identisch 0 sein.
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4.4.2 Losungstheorie

Freie Bewegung nach der Klein-Gordon-Gleichung

Setzen wir
Y1) = Aexp(z (p.2) - BY)), (4.155)

wobei A € (' eine Konstante ist, in die Klein-Gordon-Gleichung (4.140) ein, so erhalten wir

E = £c/|p|? + m2c?. (4.156)
Mittels (4.144) folgt weiterhin
p=——ap. (4.157)

Statt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in ¢ zu betrachten, konnen wir auch ein
System zweier Differentialgleichungen betrachten, die nur erste Ableitungen in ¢ besitzen. Hier-
zu verwenden wir die Gleichung

o - -
h— —H)Yy =0 4.158
(ihes, — H)b =0, (4.158)
wobei
7 4
— 4.159
i (2) w150
und
~ h2
H = —(03 +i0y) =— A + mc?os. (4.160)
2m
Dabei verstehen wir unter o, die Pauli-Matrizen. Anwendung von
0 -
h— + H
{ o +

auf Gleichung (4.158) zeigt, dass ¢ und x Losungen von (4.140) sind.

Ein freies Teilchen mit Spin 0 in einem Volumen V' wird mittels

h=V"2 (900) exp(~((p, z) — Et). (4.161)
Xo h
beschrieben. Fiir eine nichtrelativistische Ndherung erhalten wir

2
|E| ~ mc* + Ipf
2m
Im Falle £/ > 0 gilt
o~ 1, [xol <1 (4.162)
und, im Falle £ < 0,

0o <1, |xo|=1. (4.163)
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4.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Diskretes Energiespektrum eines Teilchens ohne Spin im Coulomb-Feld

a) Zeigen Sie, dass fiir die Komponenten des Drehimpulsoperators
L= —ih(r x V)
im R3

L, = ih(sin gp% + cot ¥} cos go%) :

L, = —ih(cos gp% — cot ¥ sin gp%) )

0
.= il
L 7 o

gilt und wir

09’  sin% 19 0p?

1 0
LP=L2+ L2+ L2 =R —(sin?
e R (v ag
schreiben konnen.
b) Zeigen Sie, dass die Eigenwertgleichung

h? Ze?
Hi = (—5—0 - Z= )y = By

¢ = wE,l,m = fE,l(T)Sr(,i) (197 (10)
und R(r) := rfg,(r) auf die Gleichung

d2R+ 2mE  2mZe? 11 +1)

dr? (7712 + n2r 2 JR=0

fiihrt und bestimmen Sie f(r) zu den Hauptquantenzahlen n < 3 fiir das Wasserstoffatom.

Hinweis: Es gilt

2
L 9 s.inz?2 L 9

~(maaetin?a) + Gzy 5 5n (0 9) = 1+ DS(0.%).
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Aufgabe 2
In L?(R) betrachten wir den Ortsoperator X

(Xf)(x) == af(z) mit D(X)={fe L*(R)|zf € L*(R)}
und den Impulsoperator P
(P)(x) = —if(x) mit D(P) = C*(R).

Zeigen Sie, dass X selbstadjungiert und P wesentlich selbstadjungiert ist.

Aufgabe 3
Der Hamiltonoperator  eines Elektrons im Magnetfeld B ist gegeben durch
1 e
H=—"—"(p—-A)?
5 (0= —A),
wobel
rotA=1B.
a) Sei

B; = |B|0i3 ,i = 1,2,3, mit |B| = const.
Bestimmen Sie die Eigenwerte £ und Eigenfunktionen 1) von

Hy = E.

b) Welchen Einfluss hat eine Umeichung des Vektorpotentials auf Eigenwerte und Eigen-
funktionen?
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Aufgabe 4
Harmonische Wechselwirkung

Hamilton-Operator zweier Spin—%—Teilchen in einem harmonischen Oszillatorpotential, die iiber
harmonische Oszillatorkrifte miteinander wechselwirken, ist gegeben durch

1 2 2

1 K
H— (-2 2y, ~/_ 9 2y L B2
2( 022 + |21 [7) + 2( 022 + |22[7) + 2|331 o]
Dabei seien die Teilchen jeweils am Ort z; € R3, i = 1,2, und die Konstanten %, m und w
wurden gleich 1 gesetzt. Berechnen Sie die Grundzustandsfunktion und -energie.

Aufgabe 5
Hartree-Niherung

Hierbei wird der Effekt der Coulomb-AbstoBung der Elektronen auf folgende Weise simuliert:
Ein Elektron : ist der Wechselwirkung, welche durch das elektrische Potential

N . /
v — |
R3
beschrieben wird, ausgesetzt. Dabei gibt p die Ladungsdichte aller Elektronen und p; die La-
dungsdichte des Elektrons ¢ an. Wir setzen nun den Hamilton-Operator eines Kerns mit Kern-
ladung Z und zwei Elektronen, bei Vernachldssigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung, voraus.

a) Approximieren Sie die Grundzustandswellenfuntion v (1, 25) durch die Grundzustands-
wellenfunktion des Systems ohne Wechselwirkung zwischen den Elektronen. Wie berech-
net sich die Ladungsdichte p(x) aus der Wellenfunktion der Elektronen?

b) Wird der Einfluss der Kernladung beriicksichtigt, so bewegt sich das Elektron unter dem
Einfluss des Gesamtpotentials

Varp(a) =~ + Vigla) = = 280

] ]

Diskutieren Sie die Groen Z.¢ und Vy.



TH Niirnberg 138

Aufgabe 6
Kleinsches Paradoxon

Ein relativistisches Teilchen der Masse m, mit Impuls p und Energie F,, bewege sich auf ein
Stufenpotential der Barrierenhohe Vj zu. Losen Sie dieses Streuproblem im Rahmen der Klein-
Gordon-Theorie.

a) Bestimmen Sie geeignete Streulosungen 1(z) fiir die Gebiete auBerhalb und innerhalb
des Potentialbereiches und nutzen Sie die Forderung, dass ¢ € C''(R).

b) Berechnen Sie die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten aus den Stromdichten fiir
|E, — V| > mdc®.

c¢) Berechnen Sie die Ladungsdichte p(z) und Grupppengeschwindigkeit fiir den Bereich
mit {x € R|z > 0} und diskutieren Sie folgende Fille
1) B, >Vy+ mc?
() E, — me? < Vy < E, + mc?
(i) Vo > E, + mc>.

x=0

Abbildung 4.6 Potentialwall
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Aufgabe 7
Pionische Atome

Systeme, die aus einer positiven Kernladung Ze und einem 7~ -Meson bestehen, werden pioni-
sche Atome genannt.

a) Bestimmen Sie fiir ein solchen Atom, mit

7Ze?

Vie) = edlz) = -,

das Punktspektrum o,. Es gelte

1
Za<l+ =
(6] +2,

wobei [ die Drehimpulsquantenzahl und

62

Oé:%

die Feinstrukturkonstante.

b) Entwickeln Sie, fiir Za < 1, die Eigenwertgleichung bis zur 4. Ordnung in Z«.

1
c) Was geschieht fiir Zao > [ + 5?
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Namen- und Sachregister

Dirac-Gleichung 128
Holder-Raum 5
Klein-Gordon-Gleichung 132
Maxwell-Gleichungen 104
Operator
- adjungiert 40
- dual 40
Resolventenmenge 38
Sobolev-Raum 13
Spektrum 38
- kontinuierliches Spektrum 38
- Punktspektrum 38

- Residualspektrum 38
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Symbolverzeichnis
s (Q) 5
K R oder C
K(X,Y) 36
L(X,Y) 36

R, = {z € R|z > 0}
R*:={zx e R|z #0}
R* :={z e R|z > 0}

p(T) 38

o(T) 38

o,(T) 38

oo(T) 38

o (T) 38
(

Wk (Q) 13
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