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1 Schwingungen

1.1 Freie ungediampfte Schwingung

Die harmonische Schwingung

Unter einer linearen harmonischen Schwingung verstehen wir Bewegungen, deren Elongation
(Auslenkung) eine Sinus- oder Cosinusfunktion der Zeit ist. Bezeichnen wir die Auslenkung
mit s und ihren Maximalwert, die Amplitude, mit A, so gilt fiir diese Bewegung

s(t) = A - sin(wt + «)
oder

s(t) = A-cos(wt+ f).
Dabei sind w, o und 3 Konstanten.

Fiir die Frequenz v einer Schwingung gilt

V= —
13

Dabei bezeichnet n die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit ¢.

Daher besteht zwischen der Umlaufzeit und der Frequenz der folgende Zusammenhang:

V= —

T

Die SI-Einheit der Frequenz ist: s~* = H z (Hertz).
Ist die Winkelgeschwindigkeit w konstant, so konnen wir schreiben:

AN
W = At

Dabei ist der Winkel in Bogenmal3 angegeben.

Dann erhalten wir fiir die Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequenz):

27
= — =27v.
w T T
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Das elastische Pendel (Federpendel)

Eine punktformige Masse m ist an einer masselosen Feder befestigt.
Die mogliche Bewegung der Feder ist eindimensional.
Wird der Massepunkt aus der Gleichgewichtslage um eine kleine Strecke s ausgelenkt, so wirkt
auf ihn die riicktreibende Kraft F' (Riickstellkraft) nach dem Hookeschen Gesetz:
F=-D-s.

Dabei ist D die Federkonstante.

Nach der Bewegungsgleichung ist die Beschleunigung des Massepunktes

D 2
a=——-5=—Ww" -5
m

eine lineare Funktion von s.

Die Konstante w hei3t Winkelgeschwindigkeit und ist fiir das elastische Pendel gegeben durch

D
w=1/—".
m

Fiir die Schwingungsdauer 7' erhalten wir

2
r="—or. .
w

ol

Die Schwingungen des elastischen Pendels sind harmonisch, wenn die Riickstellkraft dem
Hookeschen Gesetz gehorcht.
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Wir betrachten nun die Projektion unserer harmonischen Schwingung:

. YM

Abbildung 1.1 Auslenkung eines elastischen Pendels
und Projektion einer Kreisbewegung

Dabei zeigt sich, dass sich beispielsweise die jeweilige Losung s = s(t) der Bewegungsglei-
chung fiir das Faden- und das Federpendel durch Sinus- und Cosinus-Funktionen beschreiben
ldsst.

Abbildung 1.2 Einheitskreis und Winkelfunktionen
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Das mathematische Pendel (Fadenpendel)

Hier betrachten wir einen
e an einem masselosen, nicht-dehnbaren Faden befestigten und
e unter dem Einfluss der Schwerkraft schwingenden

e nahezu punktformigen Korper der Masse m.

Abbildung 1.3 Das mathematische Pendel

Die Auslenkung wird durch den Winkel ¢ ausgedriickt. Die Gewichtskraft F}, 1dsst sich zerlegen
in die riicktreibende Kraft (Riickstellkraft) /' und die Kraft in Richtung des Fadens F;,. Da

) F
sinp = —
1

erhalten wir fiir die riicktreibende Kraft
F=1F, singp.

Unter s verstehen wir die Linge der Auslenkung aus der Ruhelage. Wir erhalten diese mittels

s P
2.r-m7  360°°

wobei r gleich der Fadenldnge [ ist.
Fiir den Winkel ¢ in Bogenmayf} erhalten wir
s
Y=
’

Die Kraft F' und die zugehorige Beschleunigung sind also bei der Pendelbewegung nicht kon-
stant, sondern Funktionen von s.
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Fiir kleine Auslenkungswinkel ¢ gilt niherungsweise

sinp ~ ¢.

sin x

0
2 15 1 0.5 0
\_/ 71

Abbildung 1.4 Lineare Interpolation des Sinus

Beschrinken wir uns auf kleine Auslenkungen und wihlen das iibliche Koordinatensystem mit
der Gleichgewichtslage als Ursprung, so konnen wir daher

F:ﬂmg€

schreiben.

Nach dieser Gleichung gilt
F~s.

Schwingungen, die diesem Kraftgesetz gehorchen, sind
harmonische Schwingungen (harmonische Oszillationen).

Die Schwingungen des mathematischen Pendels sind harmonisch, wenn die Ausschlidge relativ
zur Fadenlinge klein sind.

Betrachten wir die Riickstellkraft des mathematischen Pendels

S
l )

so konnen wir mit Hilfe der Bewegungsgleichung folgern, dass

F=-m-g-
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ist. Demnach gilt

2
T=""_on. ] .
w

Anmerkung (Gesetz der Isochronie von Galilei)
Bei kleinen Ausschlidgen ist
e die Schwingungsdauer von der Masse des Korpers und der Amplitude unabhéngig und

e die Schwingungsdauer bei gleicher Pendellinge am gleichen Ort identisch.

Mit Hilfe der Bewegungsgleichung
—mgsin = ma
und
s
7T
erhalten wir fiir kleine Auslenkungen

g
P(t) + 70 =0.

Auf die Losungen solcher Differentialgleichungen werden wir im folgenden Abschnitt noch
eingehen.
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Die Differentialgleichung der harmonischen Schwingung
Harmonische Schwingungen geniigen der Differentialgleichung
2" (t) + w?z(t) = 0.
Die allgemeine Losung unserer Bewegungsgleichung hat folgende Form:
x(t) = ¢1 - sin(wt) + ¢o - cos(wt) .
Eine andere Darstellung der allgemeinen Losung lautet

z(t) = A-sin(wt + ).

Der Zusammenhang beider Darstellungen wird durch folgende Beziehungen hergestellt:
c1=A-cosa, cg=A-sina,
da
z(t) = A-cosasin(wt) + A - sinacos(wt) = A - sin(wt + ) .
Die allgemeine Losung der harmonischen Differentialgleichung,
x(t) = ¢ - sin(wt) + co - cos(wt) ,
besitzt die Eigenschaft
z(t=0)=cy und 2'(t =0)=¢; - w.

Andererseits ist die Losung unserer Differentialgleichung durch die Anfangsbedingungen
x(tg) = xo und 2’ (ty) = vy eindeutig bestimmt.

Nehmen wir beispielsweise an, dass die Anfangsbedingungen
z(t=0)=0und 2/(t=0)=A4 -w

gelten, so erhalten wir
z(t) = A - sin(wt) ,

v(t) = A-w- cos(wt)

und

a(t) = —A-w? - sin(wt) = —w?z(t).
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Zeitlicher Verlauf der Auslenkung x, der Geschwindigkeit v und der Beschleunigung a

Abbildung 1.5 Elongation, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Andere iibliche Bedingungen an die allgemeine Losung der Differentialgleichung sind bei-
spielsweise durch die Anfangsbedingungen

und

gegeben. In diesem Fall erhalten wir

z(t) = A - cos(wt) .
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Amplitude und Nullphasenwinkel
In der Ortsfunktion z(¢) = A - cos(wt + o) bezeichnet
e A die Amplitude, d.h. die maximale Auslenkung aus der Ruhelage, und

e ¢y den Nullphasenwinkel.

wt

||
=l

Abbildung 1.6 Phasenverschiebung

Beispiele fiir harmonische Oszillatoren
Die harmonische Schwingungsgleichung
2" (t) + w?z(t) = 0

beschreibt beispielsweise

e Fadenpendel bei kleinen Ausschligen, wobei

e Federpendel bei Hookescher Kraftwirkung, wobei

D

w =
m

e den elektrischen Schwingkreis, wobei

1
w = c
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Der elektrische Schwingkreis

Fiir die Ladung () des elektrischen Schwingkreises erhalten wir

_ Q@) e
U==22+1Q"(t) =0,

wenn keine duflere Spannung anliegt und R = 0 ist.

Y

Abbildung 1.7 Schwingkreis ohne Ohmschen Widerstand

Weitere Beispiele fiir harmonische Oszillatoren

Harmonische Schwingungen treten beispielsweise bei mathematischen Pendeln, bei elastischen
Pendeln und dem elektrischen Schwingkreis auf.

Weitere Beispiele fiir harmonische Schwingungen erkennen wir in den Bewegungen
e des physikalischen Pendels,
e des Torsionspendels und

e des Fliissigkeitspendels.
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Das physikalische Pendel

Das physikalische Pendel ist ein sich unter dem Einfluss der Schwerkraft drehender starrer
Korper, wobei

0¢"(t) = —mgR - sinp(t) .

Abbildung 1.8 Das physikalische Pendel

Die Bewegung gentigt der Gleichung

0" (t) = M.,
wobei 6 das Trigheitsmoment in Bezug auf die Drehachse x ist.
Fiir das Drehmoment M gilt

M:Mx-e} mit M, = —mgR -sinp.

Wir betrachten wieder kleine Auslenkungen. Dann ergibt sich fiir w:

. mgR
_1/_9 )

Das physikalische Pendel bewegt sich daher wie ein mathematisches Pendel der Lénge

0

| = —.
mR
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Das Torsionspendel

Hierbei gehen wir, dhnlich, wie bei dem elastischen Pendel, von einer linearen Bewegungsglei-
chung aus:

00" (t) = —Dep(t)

Spiralfeder

Abbildung 1.9 Das Torsionspendel

Hier wirkt ein riicktreibendes Drehmoment M, das innerhalb gewissen Grenzen linear vom
Auslenkungswinkel abhingt:

M, =—Deyp.
Dabei ist die positive Konstante D das Richtmoment (Direktionsmoment).
0 ist das Trigheitsmoment des Korpers um die Drehachse.

Fiir w erhalten wir

D
w=1/—.

7
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Das Fliissigkeitspendel
Das Fliissigkeitsspendel ist eine in einem U-Rohr schwingende Fliissigkeitsdule, wobei

s"(t) + 2l—gs(t) =0.

2s

!

Abbildung 1.10 Das Fliissigkeitspendel
Der Fliissigkeitsstand der beiden kommunizierenden Rohren unterscheidet sich. Die entspre-
chende Differenz des Gewichts betrigt
pA-2s-g.
Daher gilt die Bewegungsgleichung
Mygess” (1) = —2Apg s(t)
und

§'() = —2795(15).

Fiir w erhalten wir
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Anwendung des Energieerhaltungssatzes der Mechanik

Die Bewegungsenergie oder kinetische Energie eines Massepunktes mit der Masse m und der
Geschwindigkeit v ist definiert als

1
ELin = imUQ.

Diese GroBe, allerdings noch ohne den Faktor 1/2, wurde von Leibniz im Jahre 1686 eingefiihrt.

Mittels

d 1 d 1 , = dF
= — | — v = —\— :F_
g m(v-1) = 5 (Gmv7) dt

Damit folgt fiir die entlang des Weges von Punkt 1 zu Punkt 2 verrichtete Arbeit 11/

ma(t) - o(t)

2
W:/F-dF:/F'd—Zdt:§mvg—§mv%:Ekm,2_Ekm,1-
1

0
Abbildung 1.11 Kraft und Weg

Der Energiesatz der Mechanik besagt, dass die Summe der kinetischen und potentiellen Energie,
d.h.

Eges = Ek:zn + Epot )
in einem konservativen Kraftfeld konstant ist.

Ein Kraftfeld F heift konservativ, wenn F nur von den Ortskoordinaten abhédngt und zu

—

F = F(z,y, z) eine Funktion V' = V' (z, y, z) existiert, so dass

ov oV oV

F=—graav =~ 9. %)
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gilt.

18

Anmerkung: Selbstverstindlich kénnen wir in dieser Definition V' durch V' - m ersetzen, wobei m eine

Konstante und beispielsweise die Masse ist.

Ersetzen wir V' durch E,, so erhalten wir

2 2
W = /F_; dr = — /gTCLd Epot ~dr = Epot,l - Epot,Q .
1 1

In einem konservativen Kraftfeld

e verschwindet die ldngs eines beliebigen geschlossenen Weges verrichtete Arbeit,

e hingt die verrichtete Arbeit I/ nur von der Lage des Anfangs- und Endpunktes ab.

Der Energiesatz fiir das elastische Pendel
Im Falle des Federpendels gilt das lineare Kraftgesetz
F=-Dz

und wir erhalten wir fiir die potentielle Energie (Spannenergie oder elastische Energie):

1
Epot:—/Fdx+C’=—/(—D:p)dx+C’:§Dx2+C’.

0O.B.d.A. konnen wir hier C' = 0 setzen.

Da sich die Auslenkung x darstellen ldsst als
z(t) = Asin(wt 4+ ),
lasst sich die potentielle Energie folgendermal3en schreiben:
1
Epot = §D A% sin®(wt + a) .

Fiir die kinetische Energie ergibt sich

1 1
Eyin = §mv2 =gm Aw? cos®(wt + @) .
Da fiir Kreisfrequenz
D
w=4/—
m

gilt, erhalten wir fiir die Gesamtenergie

1 1
Eges = Epot + Elin, = §D A?sin’(wt + a) + §D A? cos?(wt + a)

g
2
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Wie sich gezeigt hat, oszillieren die Werte der kinetischen und potentiellen Energie:

E=E,tE,,

Ips
2

,,,,,,,,,

Abbildung 1.12 Energieformen

Unter der Voraussetzung, dass

E

1
pot — §D .’L’2

gilt, konnen wir mit Hilfe der Energiebilanz zeigen, dass x(t) der harmonischen Differential-

gleichung geniigt.

Dabei lasst sich zunichst feststellen, dass

d1_ 1,
ESDm (1) +§mv (t))=0.

Somit gilt
Dz(t)x'(t) + ma'(t)2"(t) = 0.
Fiir den Bereich, in dem z/(¢) # 0 ist, ergibt sich daher

2" (t) + w?z(t) = 0.
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Der Energiesatzes fiir das mathematische Pendel

Fiir das Fadenpendel gilt der Energiesatz

Lo 5 L
5w + mgz = const. = DI

wobei vy = v(z = 0).

Abbildung 1.13 Das mathematische Pendel

Mit v = l¢/(t) und z = I(1 — cos ¢), konnen wir diese Gleichung umformulieren zu
29
(¢'(0)* =6 = 7 (L= cos ),
wobei vy := %.

Hieraus kann, fiir beliebige Pendelausschlége, ein funktionaler Zusammenhang zwischen ¢ und
© hergeleitet werden.

Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Eine homogene (gewohnliche) lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten ldsst sich folgendermaBen schreiben:

P(D)y=0.
Dabei steht D = difc fiir die Ableitung und P(D) fiir folgenden Differentialoperator
P(D)=ay+a1D+ ...+ a,D".
Wir ordnen der Differentialgleichung
P(D)y =0
das charakteristische Polynom
p(A) == ag+ ar A + ... + a, \"

Zu.
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Hat das charakteristische Polynom n paarweise voneinander verschiedene Nullstellen
A1,y ... Ay € C, so bilden die Funktionen ¢, : R — C,

or(x) =M k=1,..,n,

ein Fundamentalsytem von Losungen der Differentialgleichung
P(D)y =y™ 4+ a,_1y™ VYV + .. +ay=0.

Fiir die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators
2"(t) + w?z(t) = 0 mitw € R\{0}

erhalten wir
PA)=0+= N+w’=0.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind daher
A2 = Fiw.

Somit bilden die Funktionen
p1(t) i= ¢ und y(t) = e

ein Losungsfundamentalsystem.

Mit Hilfe der Eulerschen Formel
e = cos(wt) =+ 4 sin(wt)

und der Linearkombinationen

D) = 5(@1(0) + ) = cos(wr)

Ua(t) = o (1(0) — ) = sin(er)

erhalten wir das reelle Fundamentalsystem {cos(wt), sin(wt) } und somit als allgemeine Losung:

@(t) = ¢y cos(wt) + cosin(wt) .
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1.2 Freie gedimpfte Schwingung
Im folgenden Abschnitt betrachten wir freie geddmpfte Schwingungen als Losungen der Glei-
chung

o (t) +202'(t) + wiz(t) =0.

Hierbei ist wy € R*, d. h. eine positive reelle Zahl, und 6 € R, d. h. eine nicht-negative reelle
Zahl.

Freie ungeddmpfte harmonische Schwingungen x(t) hingegen geniigen der Differentialglei-
chung

2" (t) + wiz(t) = 0.

Neben solchen ungeddmpften Schwingungen behandeln wir nun Schwingungen, deren Ampli-
tude, infolge des Verlustes mechanischer Energie, streng monoton abnimmt.

Schwingungen konnen beispielsweise durch Reibungskrifte F). gedimpft werden. Nehmen wir
an, dass

F.=-bv,

mit einer positiven Konstanten b, so erhalten wir mit der Bewegungsgleichung
ma"(t) + ba'(t) + Dxz(t) =0

ein erstes Beispiel zu oben genannter Differentialgleichung.

Beispiele fiir Reibungskriifte

a) Coulomb-Reibung entsteht beispielsweise, wenn zwei Festkorper direkten Kontakt haben
und dabei aneinander haften oder sich relativ zueinander bewegen.

— Diese Reibungskraft ist anndhernd unabhingig von der Geschwindigkeit.

— Ist £, die Normalkraft, d.h. die Kraft senkrecht zur Unterlage, so gilt fiir die Rei-
bungskraft F.:

.= puF, .

Dabei ist ¢ der Reibungskoeffizient.
— Wir unterscheiden Haft-, Gleit- und Rollreibung.

b) Stokes-Reibung entsteht, wenn sich relativ kleine Korper langsam durch ein Fluid (Fliissig-
keit oder Gas) bewegen. Fiir eine Kugel mit Radius r erhalten wir

F,. =6mnro,

wobei 7) die Viskositit des Fluids bezeichnet.
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c) Newton-Reibung kann entstehen, wenn diese Korper grofler und schneller sind. Hier wird
die Reibungskraft berechnet durch

1
F. = §cw,0Av2.

Dabei ist A der Querschnitt des Korpers in Bezug auf die Bewegungsrichtung, p die Dich-
te des Fluids und c,, ein Widerstandskoeffizient, der von der Form des Korpers abhingt.

Falls Losungen w € R von w? = w2 — §? existieren, ist
z(t) = e %z cos(wt)

eine Losung unserer Differentialgleichung
a"(t) +252'(t) +wia(t) =0,

ohne Vorgabe der Anfangswerte, da
(7% cos(wt))” = (e % cos(wt) — e wsin(wt))’

= 5% cos(wt) + 20e'w sin(wt) — e**w? cos(wt)
= 20%e% cos(wt) + 26e " wsin(wt) — e °w? cos(wt)

= —25(e* cos(wt))' — e %"w? cos(wt) .

o
xoe " cos(w,
a
xee

Jimi ;

5!

Abbildung 1.14 Gedidmpfte Schwingung

Dabei sind die Konstanten ¢ und w fiir das quasi-elastische Pendel gegeben durch

b / | D
512%,(&)12 w§—52,w0:: E
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Fiir die Amplitude A(t) := e %z, gilt
® A(t = O) =X
o A(t =T) = e Tz, wobei fiir das logarithmische Dekrement der Schwingung, 07, gilt

ST — (52—7T _ 2 2 _ 2mh
w

V()2 -1 - \/4Db§m 1 VAD?m -

Die mechanische Gesamtenergie ist bei maximalen Ausschligen rein potentiell, d. h. nihe-
rungsweise

W = %D (woe )2 = D ade ",

falls 0 < wy. Die Leistung des Oszillators, d. h. der Energieverlust pro Zeiteinheit betrdgt dann
W'(t) = —20W (t).

Wir betrachten nun die allgemeine Losung unserer Gleichung
2" (t) +202'(t) + wiz(t) =0

und Losungen unter bestimmten Anfangsbedingungen.

Schwingungen unter der Bedingung 0 < § < wy
Mit dem Ansatz z(t) = e und den Ableitungen 2’(t) = Ae* und 2”(t) = A\2e erhalten wir
N+ 260 +wi =0.

Die Losungen dieser Gleichung sind die komplexen Zahlen

)\172:—5:&\/52—(&8:—5:*:2.60,

wobei w 1= /w3 — §2.
Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung
x(t) _ Cle)qt + C2€A2t _ Cle(féJriw)t + 026(7671'0.;)1‘/
ldsst sich umformen zu

x(t) — efét(cleiwt + Czefiwt) .
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Mit Hilfe der Eulerschen Formel
+iwt . 3
e = cos(wt) £ isin(wt)
erhalten wir

x(t) = e (dy cos(wt) + dysin(wt)) .

\e"\'cos(wr)

¢ sin(wr)

AW

v Vi

Abbildung 1.15 Gedidmpfte Schwingungen

Mit den Anfangsbedingungen

und

erhalten wir
2o = z(t = 0) = e%(d; cos(w - 0) + dy sin(w - 0))
und
0=2/(t =0) = —6e%(dy cos(w - 0) + dysin(w - 0)
+ e (—dywsin(w - 0) 4 daw cos(w - 0))..
Die erste dieser beiden Gleichungen impliziert
dy = xg

und die zweite

o

dQZ—'Io.
w

25
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Insgesamt erhalten wir damit

z(t) = zoe % (cos(wt) + g sin(wt)) .

Der aperiodische Grenzfall (fiir 6 = wy)

Die Losung von
N+ 250 +wi =0

ist
A= —90.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet daher
z(t) = e (c; + cot).

Unter der Anfangsbedingung z(t = 0) = zo und 2'(t = 0) = 0 erhalten wir die eindeutig
bestimmte Losung:

z(t) = xoe (1 + 0t)

wobel § = wy.

Der aperiodische Fall (Kriechfall) (fiir 6 > wq)

Die Losungen von
N4+ 20A+wi =0

sind
Aag=—-0+,/02—w?<0.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet daher
x(t) = cre ™" 4 coe 2t wobei p; ;= —\; > 0.

Unter der Anfangsbedingung x(t = 0) = z und 2/(t = 0) = 0 erhalten wir die eindeutig
bestimmte Losung:

()

Zo

T e — (poe™" — pe™2').




TH Niirnberg

Losungen z5(¢) des Anfangswertproblems

27

Im vorangegangenen Abschnitt bestimmten wir die Losungen z(¢) = x5(t) der Differentialglei-

chung
2" (t) +202'(t) + wiz(t) =0
unter den Anfangsbedingungen

und

Die folgende Abbildung zeigt den Einfluss der Dampfung
auf diese Losungen z(t) = z5(t):

Xo T

Abbildung 1.16 Der Einfluss der Dampfung §
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1.3 Erzwungene gedampfte Schwingungen

Hier betrachten wir ein System, das sinusformig schwingen kann, beispielsweise ein quasi-
elastisches Pendel, dessen Schwingungen durch die Stokes-Reibung geddmpft werden.

Gediampfte mechanische Schwingungen

Die Auslenkung x(t¢) geniige der Differentialgleichung

Dzx(t) 4 ba'(t) + ma"(t) = Fu(t),
wobei
- Tragheitskraft: ma” (t)
- Reibungskraft: —bz'(t)
- Riickstellkraft: —Dx(t).
Zusitzlich wirke eine periodische duflere Kraft F,(t), wobei
F,(t) = Fycos(wt) .

Die Kraft F,(t) ist daher harmonisch veridnderlich mit der konstanten Kreisfrequenz w und der
konstanten Anregungsamplitude Fj.

Zusitzlich gehen wir hier davon aus, dass sie Reibungskraft nicht so groB ist, dass keine
periodischen Losungen existieren.

Formal heif3t das, dass wir

b D
O<—<\/—
2m m

voraussetzen.
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Der RLC-Serienschwingkreis

Hier geniigt die Ladung Q(t) der Differentialgleichung

Q)+ RQ'(1) + LQ"(1) = Ua (1),
wobel
- Kapazitit: C
- Ohmscher Widerstand: R
- Induktivitat: L.
Zusitzlich liege eine dufiere Spannung U, () an, wobei
U, (t) = Up cos(wt) .

Die Kreisfrequenz w und Amplitude Uj sind konstant.

Analog zu unserem mechanischen Modell betrachten wir hier lediglich die periodischen Losun-
gen ()(t) der Differentialgleichung.

(‘—L |
U

Abbildung 1.17 Serienschwingkreis mit
dulerer Spannungsquelle

Wir betrachten nun die Gleichung

2" (t) + 202/ (t) + wi x(t) = z4(t),
wobei x,(t) = ¢, cos(wt) mit den Konstanten o ,, w € R7.
Zusitzlich gelte 0 < § < wy.

Fiir die beiden beschriebenen Beispiele,

e cine quasi-elastische mechanische Schwingung und

e die Ladungsoszillation eines RLC-Serienschwingkreises,
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setzen wir
Db 1
- wg =/ — bzw. wg =/ —
0 V. m 0 LC
R

-w(;::\/m

Die allgemeine Losung y einer inhomogenen linearen Differentialgleichung setzt sich zusam-
men

e aus der allgemeinen Losung y;, der zugehdrigen homogenen Gleichung und
e einer partikuldren Losung y,, der inhomogenen Gleichung.

Dabei gilt

y:yh+yp'

In unserem Fall ist die inhomogene Gleichung
2" () + 262 (1) + wi (t) = 24(2)
und die zugehorige homogene Gleichung
a"(t) +202'(t) +wiz(t) =0.
Zu den Methoden, eine partikulidre Losung einer
inhomogenen gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
zu finden, gehoren
e die Variation der Konstanten und
e die Laplace-Transformation.
Um eine partikulidre Losung unserer inhomogenen Gleichung zu finden, gehen wir einfacher

vor. So verallgemeinern wir die Differentialgleichung zu einer Differentialgleichung fiir kom-
plexe Funktionen und verwenden dann den Realteil dieser Losung.
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Hierzu betrachten wir die Differentialgleichung
2(t) + 26 2/ (t) + wi 2(t) = 2o 0™,
wobei 0, wy und z , wie bisher definiert sind.
Mit dem Ansatz
2(t) = Ae'@tHe)
erhalten wir
A(—w? + 200w + wj) = 2g e
Daraus folgt fiir die reelle Amplitude

Zo,a
V(WE —w?)? +45%02

31

Mit der Amplitude A und der Phasenverschiebung ¢ ist auch die reelle partikuldre Losung

unserer urspriinglichen Gleichung
z(t) = Acos(wt + @)

bestimmt.

Nun betrachten wir die Amplitude A als Funktion von w und berechnen deren Maximum.

Dabei erweist sich die folgende Definition als niitzlich:

wp = \/wi — 262

Fiir die Funktion f : R} — R mit
f(w) = (Wi — w?)? + 46°w?
gilt

f'(w)
4

= w(—(wy — w*) + 26%)

und demnach
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Das bedeutet, dass f : R} — R

- fiir 6 > %: streng monoton und unbeschrinkt wachsend,

- fiir o < %: streng monoton fallend in (0,wg) und streng monoton und unbeschrinkt
wachsend in (wg, 00) ist.

Betrachten wir nun fiir den zweiten Fall die Amplitude

A — l'O,a
\/(wg — w?)? + 40%w? ’

so zeigt sich, dass deren Maximalwert bei w = wp angenommen wird
und, da

(g — wh)? + 40%°wF = (Wi — (Wi — 26%))? + 40%(wi — 26%) = 40 (wj — 67),

dass

x[),a

xO,a o
20w} — 92 20ws

Amaa: - A(WR) -

betrigt.

Die Frequenz wp heisst daher Resonanzfrequenz. Betrachten wir statt unseres mechanischen
Modells, einen RLC-Serienschwingkreis, so ist wg die Resonanzfrequenz fiir die Ladungsmenge
(2 und damit auch fiir die Spannung am Kondensator.

Amplitude A(w) und Phasenverschiebung ¢(w) der partikuldren Losung

z(t) = Acos(wt + @)

)
zeigen einen von der der relativen Ddmpfung — abhéngigen Verlauf.
Wo
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Die Amplitude A(w) ist in folgender Abbildung fiir verschiedene Werte der relativen Dampfung
dargestellt:

[ON

Xy
@l

10° 4

10 +

i 4

Abbildung 1.18 Amplitude einer erzwungenen Schwingung

Der Giitefaktor () des Oszillators ist folgendermalen definiert:

W(t)

Q = 2Wm

Wir erhalten niherungsweise
_ v
Q - 2(5 9

falls 6 < wy.



TH Niirnberg 34

Folgende Abbildung zeigt die Phasenverschiebung ¢, mit

tan (,O(OJ) = —2(5m
0

fiir verschiedene Werte der relativen Dampfung:

Abbildung 1.19 Phasenverschiebung einer erzwungenen Schwingung
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1.4 Uberlagerung von Schwingungen

1.4.1 Superposition harmonischer Schwingungen gleicher Richtung und
gleicher Frequenz

Schwingungen z;(t), i € N gleicher Frequenz lassen sich folgendermaf3en darstellen:
z;(t) = A;sin(wt + o) .
Fiir die kollineare Superposition zweier solcher Schwingungen x; und x, gilt
z(t) = x1(t) + 22(t) = Acos(a) sin(wt) + Asin(a) cos(wt)
= Asin(wt + a),
wobei die Konstanten A und « durch folgende Gleichungen festgelegt sind:
Ajcosay + Ay cosay = Acos
und
Aisinag + Agsinog = Asin o .

Eine Losung, mittels A und «, dieses Gleichungssystems existiert und ldsst sich einfach bestim-
men.

Wir erhalten
A= \/A% + A2+ 2A1 Ay cos(an — )

und
Aqsinag + Assin ap

tana = .
Ajcosaq + As cosas

Damit hat sich gezeigt, dass die Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen
e gleicher Frequenz und
e gleicher Schwingungsrichtung
eine harmonische Schwingung der gleichen Richtung und Frequenz ergibt.
Die Amplitude A hingt von den Amplituden A;, As und der Phasenverschiebung § := s —
der Einzelschwingungen ab.
Die Amplitude A der resultierenden Schwingung nimmt den Maximalwert
A=A;+ Ay an, wenn 6 = 0,27, +4r, ...
und den Minimalwert
A=|A; — As|,wenn § = +m, £37, £57, ...

Gilt zusitzlich A; = A,, so 16schen sich die beiden Schwingungen, in den letztgenannten
Fillen, gegenseitig aus.



TH Niirnberg 36

1.4.2 Komplexe Darstellung harmonischer Schwingungen

Wir konnen unser Gleichungssystem zur Bestimmung der Konstanten A = o € Rund o € R
auch als Gleichung fiir o € R und eine sogenannte komplexe Amplitude z, € C schreiben.

Mit Hilfe der Gleichung
Aj(cosag +isinay) + Aa(cos ag + isinag) = A(cos a + isin «)
und der Eulerschen Formel
€' = cosa +isina
erhalten wir
A1’ 4 Ayet®? = Aet =: 2.
Setzen wir
201 = Aje und 202 = Ayet?
so nimmt die vorangegangene Gleichung die einfache Form
20,1 + 20,2 = 20
an.
Die Funktion
(1) = Aeilte) = 5 civt
geniigt der Differentialgleichung
2"(t) + w?z(t) = 0

und sowohl deren Real- als auch deren Imaginérteil reprisentieren harmonische Schwingungen.



TH Niirnberg 37

Die Addition komplexer Zahlen lésst sich in der Gauf3schen Zahlenebene darstellen:

imaginére Achse

reelle Achse

Abbildung 1.20 Addition komplexer Zahlen

1.4.3 Superposition harmonischer Schwingungen gleicher Richtung und
verschiedener Frequenzen

Wir betrachten hier die Uberlagerung der Schwingungen
x1(t) = Aj cos(wit)

und
xo(t) = Ay cos(wat + 0)

zu
z(t) = A; cos(wit) + Ay cos(wat + ) .

Gilt fiir die Amplituden A; = Ay =: A, so erhalten wir
x(t) = A(cos(wit) + cos(wat + 6))

— J J
e P =) cos(w1 +w2t +-).

= 2A cos( 5 5 5

Der erste cos-Faktor variiert im Vergleich zu dem zweiten nur wenig, falls
lw) — wa| K wy +ws.

Wir schreiben dann

x(t) = As(t) cos(wt + g) ,
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wobei

wl—th_é)

Ag(t) :=2A cos( 5

und

w1+wQ
5 .

| As(t)| variiert periodisch zwischen 0 und 2A.

Der Vorgang wird als (reine) Schwebung bezeichnet.

AAANAA

XJI):ACOS([U‘,‘I)

HIHHHIHHHHHIHH
WV

x(thx,(1)

Abbildung 1.21 Schwebung

e Die Schwebungsdauer T} ist definiert als Dauer zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Amplitudenmaxima, d. h.

21 1

T, = = )
w1 — wy V1 — s

e Fiir die Kreisfrequenz ws der Schwebung gilt

2
wszi:|w1—w2|.
T

e Fiir die Schwebungsfrequenz v, gilt

vs = |11 — ).
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Im allgemeineren Rahmen harmonisch modulierter Schwingungen, konnen wir auch folgende
amplitudenmodulierte Schwingung betrachten:

z(t) = (A4 Bcos(wt)) cos(wpt), wobei B < A, w < wy .

Das Verhiiltnis % wird Modulationsgrad genannt, vy = 2 die Trigerfrequenz und v = = die
Modulationsfrequenz. Mit

2 cos a.cos 3 = cos(a + ) + cos(a — f3)

lasst sich zeigen, dass
B B
x(t) = Acos(wot) + 3 cos((wp + w)t) + B cos((wp — w)t) .

Unsere harmonisch modulierte Schwingung ergibt sich daher auch als Superposition harmoni-
scher Schwingungen mit den Kreisfrequenzen wy, wy + w und wy — w.

1.4.4 Superposition zueinander orthogonaler harmonischer Schwingungen
gleicher Frequenz

Wir betrachten hier die Uberlagerung der harmonischen Schwingung
x(t) = Acos(wt)

in Richtung der Abszisse eines Koordinatensystems und der harmonischen Schwingung
y(t) = Bcos(wt + 0)

in Richtung der Ordinate.

Zumal hier

Y cos(wt) cos 6 — sin(wt) sind = & cosd F 4/1 — Lo sin o
B = COS(WT) COS SIN(wWt) SIn 0 = ACOS F A2 Sin

und demnach
2

y 7.
(E — Zcosé)2 =(1- ﬁ) sin? &

gilt, konnen wir das Bild dieser Schwingung als Losung der Gleichung

2 2
2
%—i—% — %COS(SZSHP(S
darstellen.

Der entsprechende Graph ist eine Ellipse.
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Die zugehorige Schwingung wird als elliptisch polarisiert bezeichnet.

yIB

x/4

“x/A

yIB

yIB
"

x/A

xl4

Abbildung 1.22 Einige harmonische Schwingungen in R?

40

e Fiir die Spezialfille 6 = 0 oder 6 = 7 ergeben sich, als Losung der jeweiligen Geraden-

gleichungen, Schwingungen entlang dieser Geraden. Diese Schwingungen werden linear

polarisiert genannt.

e Ist A= PBundé = 7 oder § = 37%, dann ist der Graph ein Kreis und die Schwingung

heilt zirkular polarisiert.
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1.4.5 Superposition zueinander orthogonaler harmonischer Schwingungen
verschiedener Frequenzen

Hier betrachten wir die Uberlagerung der harmonischen Schwingungen
x(t) = Acos(wit)

und
y(t) = Bcos(wst + 0) .

Die entsprechenden Kurven werden Lissajous-Figuren genannt.

20,=0,
- _x
B, o=0 VB =3
o
o]
1
o]
1
w]
1
|
1
“l
1
w]
an]
1
XA XA
p=1 3
8=3
v, 2 vIB, 73"
o
|
: _ |
' x/A x/A
30,=0,
— —I
yIB, =0 yIB o
/ |
|
/ &l |
!
{ { !
/ /
/ {
/ /
!’ /'
; 1
x4 x4
=1
P}
B 2 R vIB, .
. | \
| \
\
|
\
) |
|
Bl |
|

XA ' ’ x4
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xlA

Abbildung 1.23 FEinige Lissajous-Figuren

30,220,

VIB

=3
4
10y - S

42
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1.5 Ubungsaufgaben

Freie ungedidmpfte Schwingungen

Aufgabe 1

Ein reibungsfreier Feder-Masse-Schwinger besteht aus einer Masse m = 6,0 g und einer Fe-
der mit RichtgroBe (Federkonstante) D = 2,4N/m. Die zunéchst bei einer Auslenkung von
+3,0cm aus der Ruhelage festgehaltene Masse erhilt bei ¢ = 0 einen Kraftsto3 (Anfangsim-
puls) von 4,2 - 1073 kg m s~* in Richtung positiver Auslenkung. Der zeitliche Verlauf der Be-
wegung soll fiir ¢ > 0 durch

y(t) = yo - cos(wt + ¢p)
beschrieben werden.
a) Welche Bedeutung haben die Symbole vy, w und ¢(?
b) Berechnen Sie w und die Schwingungsdauer des Feder-Masse-Schwingers.
c) Zeigen Sie, dass yo = 4,6 cm und g = —0, 86 (rad) ist.

d) Berechnen Sie die Zeitpunkte £y; und ¢y, der ersten beiden Nulldurchgiinge und den Zeit-
punkt ¢;, zu dem zum ersten Mal die maximale Auslenkung erreicht wird.

e) Berechnen Sie den Betrag der Geschwindigkeit, mit der die Masse die Ruhelage passiert.
f) Berechnen Sie die Gesamtenergie des Systems fiir ¢ > 0.

g) Fertigen Sie eine graphische Darstellung der zeitlichen Verldufe der Auslenkung und der
kinetischen Energie der Masse an.
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Aufgabe 2

Zur Messung des "Korpergewichts” (Masse) eines Astronauten im Weltall wird folgender Auf-
bau verwendet: Ein auf Rollen in einer Schiene gefiihrter Sitz mit Masse mg = 15 kg, der durch
eine Feder mit einer Wand verbunden ist.

a) Der leere Sitz wird aus der Ruhelage ausgelenkt und fiihrt eine freie ungeddmpfte Schwin-
gung mit Ts = 0,4 s aus. Wenn der Astronaut auf dem Sitz festgeschnallt ist, vergroBert
sich die Schwingungsdauer auf 0, 95 s. Wie grof} ist die Masse des Astronauten?

b) Wie grof} darf die anfangliche Auslenkung, aus der der Sitz ohne Anfangsgeschwindigkeit
losgelassen wird, maximal sein, damit die Beschleunigung, die der Astronaut auf dem Sitz
wihrend der Schwingung ausgesetzt ist, nicht groBer als 10 m /s* wird?

c) Welche maximale Geschwindigkeit (Betrag) erreicht der Astronaut auf dem Sitz, wenn
dieser bei y = 0, 2 m ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird?

d) An welcher Position auf der y-Achse befindet sich der Sitz mit dem Astronauten nach
2,5 s, wenn er bei der um 0, 2 m zusammengedriickten Feder ohne Anfangsgeschwindig-
keit losgelassen wurde?

e) Berechnen Sie die in der Feder gespeicherte Energie und die kinetische Energie, wenn
der Sitz mit Astronaut bei y = 0, 2m ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wurde
und sich bei y = 0, 1 m befindet.
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Aufgabe 3
Ein punktférmiger Korper der Masse 100 ¢ hingt an einer Feder mit der Federkonstanten 0, 987 N /m.
Die Bewegung sei ungedampft.

a) Berechnen Sie die Kreisfrequenz der Schwingung.

b) Zum Zeitpunkt ¢ = 2 s passiert der Korper mit der Geschwindigkeit —3 m /s die Ruhela-
ge. Bestimmen Sie die Amplitude und die Nullphase der Schwingung.

c) Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf der Schwingung.

d) Berechnen Sie fiir ¢ = 2 s die kinetische Energie, die potentielle Energie und die Gesam-
tenergie.

Aufgabe 4

Ein punktformiger Korper der Masse 400 g schwingt frei und ungeddmpft an einer Feder mit
D = 30 Nm~!. Der Korper wird bei ¢t = 0 in 5cm Entfernung von der Gleichgewichtslage
losgelassen.

a) Nach welcher Zeit schwingt er zum ersten Mal durch die Gleichgewichtslage?

b) Welche Geschwindigkeit hat er dabei?
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Freie gedampfte Schwingungen

Aufgabe 5
Ein gedampftes schwingungsfahiges System mit der Schwingungsdauer 7,; = 1, 8 s, dem loga-
rithmischen Dekrement A = 3,0 und der Masse m = 4,5 ¢ wird zur Zeit ¢ = 0 durch einen
KraftstoB mit Anfangsimpuls py = 1,67-1072 kg ms~ in positive y-Richtung aus der Ruhelage
ausgelenkt.

a) Bestimmen Sie die GroBen Amplitude und Nullphase in der zur Beschreibung der Schwin-
gung verwendeten Gleichung

y(t) = yoe " cos(wat + o) -

b) Berechnen Sie, zu welcher Zeit zum ersten Mal die maximale Auslenkung erreicht wird
und wie grof} die Auslenkung zu diesem Zeitpunkt ist.

Aufgabe 6

Ein Geldndewagen wird in eine groBe Aufzugskabine gefahren und dann an einem Forder-
seil in einen tiefen Bergwerksschacht (ca. 1 km) abgelassen. Nach Anhalten des Aufzugmotors
schwingt die Kabine mit einer Frequenz von 0, 50 / z am federnden Forderseil (Federkonstante
D = 100 kN/m) um die Ausfahrtsebene des Stollens auf und ab. Zur Zeit ¢ = 0 befindet sich
der Aufzug im tiefsten Punkt der Schwingung bei einer Amplitude von yo = 0, 60 m nach unten
(relativ zur Ruhelage), so dass der Fahrer die Ausfahrt nicht wagen kann. Bis zum Erreichen des
néchsten Tiefpunkts ist die Amplitude auf 95 % abgeklungen. Der Geldndewagen darf die Kabi-
ne ab 6, 0 cm Amplitude verlassen. Sie diirfen annehmen, dass die dimpfenden Reibungskrifte
des Aufzugs proportional zur Geschwindigkeit sind.

a) Berechnen Sie den Abklingkoeffizienten o der geddmpften Schwingung.

b) Wie viele Perioden muss der Fahrer nach Anhalten des Motors noch warten, bevor er
losfahren kann und wie lange dauert das?

c) Wie grof} ist die gedampfte Kreisfrequenz ws, und wie grof ist die Kreisfrequenz wy einer
vollig ungeddmpften Schwingung?

d) Wie gro8 ist die schwingende Masse?



TH Niirnberg 47

Aufgabe 7
Die Auslenkung einer dampfungsgelagerten Maschine wird durch folgende Bewegungsglei-
chung beschrieben:

y(t) = yote ™,

mit yo = 17, dem Abklingkoeffizienten 6 = 0, 5 s~ ! und der Ddmpfungskonstanten b = 2 k—sg.
a) Um welchen Spezialfall einer allgemeineren Bewegungsgleichung handelt es sich hier-
bei?

b) Berechnen Sie die anfingliche Auslenkung y(t = 0), die Anfangsgeschwindigkeit
v(t = 0) und den Anfangsimpuls p(¢ = 0).

c) Nach welcher Zeit t; wird die maximale Auslenkung erreicht?
d) Wie gro8} ist die Auslenkung zur Zeit ¢1?
e) Wie grof} sind Auslenkung und Geschwindigkeit nach ¢5 = 10 s?

f) Skizzieren Sie y(t).

Aufgabe 8

An einem stark geddmpften Federpendel mit der Federkonstanten D = 0,9 % hingt eine Masse
mit m = 100 g. Die Auslenkung des Federpendels wird durch folgende Bewegungsgleichung
beschrieben:

y(t) = yio - 6_(6+\/m)t + g - e—(é—\/W)t '
a) Berechnen Sie die Kreisfrequenz wy der freien Schwingung ohne Ddmpfung.

b) Zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird das Federpendel mit der Geschwindigkeit v(t = 0) = 1 “* aus
der Ruhelage ausgelenkt. Berechnen Sie aus den Anfangsbedingungen die Konstanten ¥
und o fiir den Fall, dass § = 557! ist.

c) Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf der Bewegungsgleichung.
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Aufgabe 9

Ein Feder-Masse-System mit einer Masse von 1 kg und einer Federkonstanten von 1 % wird so
gedampft, dass sein Abklingkoeffizient doppelt so gro3 wie die ungedidmpfte Kreisfrequenz ist.
Das System wird nun mit einem Anfangsimpuls von 0, 1 kng aus der Ruhelage in Bewegung
versetzt.

a) Geben Sie einen Ansatz fiir die Bewegung, unter Beriicksichtigung der Anfangsbedin-
gungen, an.

b) Berechnen Sie, zu welchem Zeitpunkt zum ersten Mal ein lokales Maximum der Auslen-
kung erreicht wird und wie grof3 die Auslenkung zu diesem Zeitpunkt ist.

c) Berechnen Sie die Auslenkung zu den Zeiten 2s, 4s und 10s.

d) Zeichnen Sie die Bewegung fiir die Dauer von 0 bis 10 s, unter Einbeziehung aller ermit-
telten Ergebnisse.
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Erzwungene Schwingungen

Aufgabe 10
An eine ungeddmpfte Schraubenfeder wird ein Korper der Masse m = 300 g angehéngt. Da-
durch dehnt sich die Feder um 2, 5 cm.

a) Wie groB} ist die Schwingungsdauer 7j und die Eigenkreisfrequenz wy dieses Federpen-
dels?

b) Durch sinusformiges Heben und Senken des Authéngepunktes (Frequenz w., Amplitude
Ystar = S cm) wird der Korper zu erzwungenen Schwingungen angeregt. Variiert man
die Anregungsfrequenz w,, so gibt es, nach dem Einschwingvorgang, zwei Bereiche, in
denen fiir die Amplitude ¥, der erzwungenen Schwingung gilt:

Ystat S Yeo S dcm.

Bestimmen Sie die Grenzfrequenzen fiir die beiden Bereiche und tragen Sie sie in eine
Skizze der Amplitudenresonanzfrequenz ein.

Aufgabe 11

Ein geddampfter Feder-Masse-Schwinger wird zu erzwungenen Schwingungen angeregt. Der
Abklingkoeffizient ¢ betrigt ein Zehntel der freien Kreisfrequenz wy der ungedampften Schwin-
gung (0 = 0,1 - wp). Wie groB ist die maximale Amplitude im Verhiltnis zur statischen Auslen-
kung bei einer fest vorgegebenen Amplitude der anregenden Kraft?

Aufgabe 12
Eine Maschine steht auf einem gefederten Tisch. Die Gesamtmasse von Maschine und Tisch-
platte betriigt m = 200 kg und die effektive Federkonstante D = 1,8 - 10° %

a) Berechnen Sie die Frequenz 1/ der freien ungeddmpften Schwingung der Maschine.

b) Wenn die Maschine mit der Drehzahl v,; = 500 min~! lduft, treten infolge einer Un-
wucht erzwungene Schwingungen mit der Amplitude ¥.; = 1, 0 mm auf.
Wie gro3 muss die Drehzahl gewiéhlt werden, damit die erzwungene Amplitude auf
Ye2 = 0, 10 mm abnimmt? Nehmen Sie dabei an, dass sich die Amplitude der erregenden
Kraft nicht mit der Drehzahl des Motors dndert.
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Aufgabe 13

Ein Korper mit der Masse m = 100 g hidnge an einer ungeddmpften Feder mit der Federkon-
stante D = 0, 1%. Durch sinusfoérmiges Heben und Senken des Federpendels wird der Korper
zu sinusformigen Schwingungen angeregt.

a) Wie grof3 muss die Erregerfrequenz w, gewihlt werden, damit die Amplitude der erzwun-
genen Schwingung, nach dem Einschwingvorgang, doppelt so grof ist wie die Amplitude
der Anregungsschwingung (= statische Auslenkung)?

b) Erstellen Sie ein Diagramm, in dem Sie w, gegen die Amplitude y auftragen und zeichnen
Sie die beiden Losungen fiir w, ein.
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Uberlagerung von Schwingungen

Aufgabe 14

Durch Uberlagerung der Tone zweier Stimmgabeln, von denen die zweite durch Anbringung
einer Zusatzmasse ein wenig verstimmt ist, entsteht eine Schwebung. Die Schwebungsdauer ist
gleich dem 50fachen der Schwingungsdauer der unverstimmten Stimmgabel.

a) Um wie viel weicht die Schwingungsdauer der zweiten Stimmgabel von der der ersten
ab?

b) Mit welcher Frequenz schwingt die zweite Stimmgabel, wenn die erste bei 440 H z schwingt?
Begriinden Sie Ihr Ergebnis!

Aufgabe 15

In einer Quarzuhr wird die Anzahl der Schwingungen eines Quarzes bestimmt. Nach jeweils
10, 6 Millionen Schwingungen wird der Sekundenzeiger um eine Sekunde weiter gestellt. Zur
Kalibrierung einer Quarzuhr wird die Schwingung des Quarzes in ein elektrisches Signal um-
gewandelt und mit dem Signal einer Atomuhr, die mit einer Frequenz von 10, 600000 M H =z
schwingt, tiberlagert. Auf dem Oszilloskop werden alle 4, 00 ms Spannungsmaxima angezeigt.
Um wie viele Sekunden geht die Quarzuhr nach 24 h falsch?

Aufgabe 16

Zwei Stimmgabeln mit unterschiedlicher Schwingungsfrequenz erzeugen eine Schwebung der
Frequenz v,. Dabei schwingt eine Stimmgabel mit der Frequenz 1, die zweite mit der Frequenz
v1 = 463 Hz > v,. Wird die Frequenz v; um 5 % erhoht, so verdoppelt sich die Schwebungs-
frequenz. Bestimmen Sie die Frequenz 1.
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Zur Wiederholung

Aufgabe W1

Ein Korper der Masse 2, 0 kg wird an eine zunédchst ungeddmpfte Feder angehingt und durch
einmalige Energiezufuhr in Schwingung versetzt. Die resultierende Bewegung, d. h. die Aus-
lenkung als Funktion der Zeit, ist durch folgenden Graphen dargestellt:

A
y(t)lem

60

a) Bestimmen Sie anhand der Graphik die Amplitude, Schwingungsdauer, Kreisfrequenz,
Federkonstante und Gesamtenergie des Masse-Feder-Systems.

b) Geben Sie die zeitliche Bewegung mittels der Cosinusfunktion und der in a) ermittelten
Ergebnisse an und bestimmen Sie die Nullphase.

Fiir die folgenden Teilaufgaben wird nun angenommen, dass die Feder unter dem Einfluss der
Stokes-Reibung gedampft sei, wobei die Reibungskonstante so gewdihlt wird, dass bei einer
Geschwindigkeit von 1,0m/s eine Reibungskraft von 0,10 N iiberwunden werden muss. Das
System wird durch einen Anfangsimpuls von 1,0 Ns aus der Ruhelage in positiver Richtung
ausgelenkt und in Schwingungen versetzt.

c) Bestimmen Sie den Abklingkoeffizienten und die Schwingungsdauer.

d) Geben Sie die Funktion der zeitlichen Bewegung an und bestimmen Sie die Amplitude
und die Nullphase.

e) Skizzieren Sie den Verlauf der Bewegung fiir das Intervall [0 s; 100 s].

f) Welche relative Abnahme ergibt sich fiir zwei aufeinander folgende maximale Schwin-
gungsausschlédge in gleicher Bewegungsrichtung?
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Aufgabe W2

Ein geddmpftes Masse-Feder-System mit einer Masse von 200 g und einer Federkonstanten von
4,0 N/m wird durch periodisches Auf- und Abbewegen des Federauthdngungspunktes um je-
weils 5, 0 cm zu erzwungenen Schwingungen angeregt. Beim Variieren der Anregungsfrequenz
von 0 bis zur Kreisfrequenz der ungeddmpften Schwingung wy zeigt das System eine maxi-
male Amplitude bei 0, 9 wy. Die jeweiligen Bewegungen werden nach dem Einschwingvorgang
betrachtet.

a) Berechnen Sie die maximale Amplitude des Masse-Feder-Systems.

b) Skizzieren Sie die Amplitude des Masse-Feder-Systems als Funktion der Anregungs-
kreisfrequenz.
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1.6 Uberblick zu Schwingungen
Frequenz

V=

T

konstante Winkelgeschwindigkeit, Kreisfrequenz

27 5
w=—=271v
T

Freie ungeddmpfte Schwingungen
Differentialgleichung

y'(t) + woy(t) =0
allgemeine Losung

y(t) = Acos(wot + )

Kreisfrequenz wy fiir das

e Federpendel

/D
Wy = —
m

e Fadenpendel

/g
Wy = —

l

Riickstellkraft und potentielle Energie (Spannenergie, elastische Energie)

F=—-Dy

1
Epot = §Dy2

54
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Freie geddmpfte Schwingungen
Differentialgleichung
' (£) + 269/ (t) + wBy(t) = 0
allgemeine Losung
(1) fiir 0 < 0 < wq (Schwingungsfall)
y(t) = yoe " cos(wot + B)
y(t) = e (c1e™® + cpe™™9)
(i1) fiir 0 = wy (aperiodischer Grenzfall)

y(t) = ey + cat)

(iii) fiir 6 > wq (aperiodischer Fall, Kriechfall):

y(t) = cre "t + cpe 2t

fi2 = —0 F /0> — Wy

Reibungskraft

mit

mit

=

logarithmisches Dekrement

2
5T = 527
Ws
Es gilt
y(t = tyae +nT) T

Yt = toae + (0 — DT) _©

55
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Giitefaktor (ndherungsweise)

_ W
Q_25

Erzwungene geddmpfte Schwingungen

Differentialgleichung

y"(t) 4 20y (t) + wiy(t) = ya(t)

wobei wir
(1)
Ya(t) = Yo, cos(wet)
bzw.
(i1)
Ya(t) = Yo e sin(wet)
mit o, = Fstar und

. 2
Fstat = MWyYstat

verwenden. Nach dem Einschwingvorgang ist die Losung unserer Differentialgleichung
im Falle (i)

y(t) = Acos(wet + )

mit

A _ yO,e

V(Wi — w?)? + 40%w2

wobei

Yo,e = wgystat )
und

w
tan o = —20— - 5 -
Wy — We

Dann liegt ein Resonanzmaximum bei

We = WR = \/wi — 202

A= Ama:c = A((JJR) =

mit
Fstat 1
m  20ws

VOr.
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Uberlagerung von Schwingungen

Fiir die Superposition harmonischer Schwingungen gleicher Richtung und gleicher Frequenz
gilt

z(t) = x1(t) + 22(t) = Acos(a) sin(wt) + Asin(a) cos(wt)

= Asin(wt + «)

mit

A= \/A% + A% + 2A1A2 COS(OCQ — Oél)

und

Aqsinag + Assin ap

tana = .
Ajcosag + As cosas

Fiir die Superposition harmonischer Schwingungen gleicher Richtung und verschiedener Fre-
quenz gilt

z(t) = Ay cos(wit) + Ag cos(wat + ) = Ag(t) cos(wt + g) ,

wobel

W1 — W2 0

t—2)

As(t) == 2A cos( 5

und

Wit we
2

Im Falle einer Schwebung gilt fiir die Schwebungsdauer

2 1

N |w1—w2| B |V1—V2|’

T

fiir die Kreisfrequenz w, der Schwebung

2m
Ws = 7 = w1 — wal

T

und fiir die Schwebungsfrequenz

vs = |11 — ).
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2 Wellen

2.1 Definitionen und Begriffe

Lisst sich eine physikalische GroBe u(z, t) hinsichtlich der rdumlichen Variablen x bzw. zeitli-
chen Variablen ¢ als Schwingung beschreiben, so bezeichnen wir u(x, t) als Welle.

Um eine Vorstellung von dem rdumlichen und zeitlichen Verhalten einer Wellen zu erhalten,
konnen wir beispielsweise

die Ausbreitung einer Dichteschwankung

in einer Fliissigkeits- oder Gassdule betrachten.

Abbildung 2.1 Dichteschwankung

Fliachen, deren Punkte mit gleicher Phase schwingen, werden als Wellenfldichen bezeichnet. Sind
diese Fliachen

e Ebenen, so heiBlen die Wellen ebene Wellen,
e Kugeloberfldachen, so heilen die Wellen Kugelwellen,

e Zylindermantelflichen, so heilen die Wellen Zylinderwellen.

Bei Oberflichenwellen interessieren wir uns fiir den Fall der
Ring- oder Kreiswellen.

Dabei handelt es sich um Wellen, deren Punkte mit gleicher Phase eine Kreislinie bilden.
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Wellen, deren Schwingung

e parallel zur Ausbreitungsrichtung erfolgt, werden als
longitudinale Wellen bezeichnet,

e orthogonal zur Ausbreitungsrichtung erfolgt, werden als
transversale Wellen bezeichnet.

ulx,t,)

ulx,t))

Abbildung 2.2 Transversale und longitudinale Wellen
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2.2 Losungen der Wellengleichung

Wir suchen Losungen der homogenen Wellengleichung

2
%—C2Au:0,

die gewissen Anfangs- und Randbedingungen geniigen.

Im allgemeinen kann c ortsabhingig sein. Hier beschrianken wir uns allerdings auf den Fall,
dass die Phasengeschwindigkeit c eine (reelle) Konstante ist.

Die betrachteten Losungen u sind Funktionen in maximal 3 Raumdimensionen x, y, z und der
Zeit t.

2.2.1 Die Phasengeschwindigkeit c

Die Konstante c ldsst sich fiir elastische mechanische Wellen folgendermal3en bestimmen:

e fiir die Longitudinalwellen eines diinnen Stabes mittels

E
A=A 7>
P

o fiir die Longitudinalwellen einer Fliissigkeits- oder Gassdule mittels

K
=4/

p
wobel

— der Kompressionsmodul durch K := x~! und die Kompressibiliit durch

1av

Vdp’

gegeben ist,

— und fiir Gase, wegen der adiabatischen Zustandsénderung,
K =p gilt,

o fiir die Longitudinal- und Transversalwellen einer Saite mittels

E F
o =4l—, CcL=+4]—,
[ P A
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o fiir die Transversalwellen in isotropen, homogenen, allseitig unbegrenzten elastischen
Medien mittels

G
c| = —.
p

Dabei bezeichnet

p  Dichte £ Dehnungsmodul

v Adiabaten- od. Isentropenexponent /K Kompressionsmodul

p  Druck r  Kompressibilitit

F  Kraft G Schub- od. Torsionsmodul
A Querschnittsflache

Die Konstante c lasst sich fiir elektromagnetische Wellen folgendermallen bestimmen:

e im Vakuum mittels
1

VAT

e in Materie mittels
1

v E€€o o

C =

C =

Dabei bezeichnet

¢p Influenzkonstante

e  Dieelektrizititskonstante
o Induktionskonstante

i Permeabilitit

2.2.2 Ebene Wellen

Hier betrachten wir die Bewegungsgleichung in einer Raumdimension
Pu  ,0%u
—_— C —
ot? Ox?

Eine allgemeine Losung u(x,t) dieser Gleichung ist mittels einer zweimal differenzierbaren
Funktion f gegeben, wobei

u(z,t) = f(x Fct)

=0.

sel.
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Fiir das Argument (die Phase) der Funktion f(x — ct) gilt
Ty — cty = 1 — Ccty

oder
o —x1 = c(ty — t).

Die Ebene gleicher Phase (Wellenfldche) pflanzt sich mit der Geschwindigkeit ¢ in z-Richtung
fort. Diese Zustandsdnderung heil3t ebene Welle.

Die Funktion f bezeichnet
e mit f(x — ct) eine in positiver z-Richtung,
e mit f(x + ct) eine in negativer x-Richtung,
jeweils mit der Geschwindigkeit c fortschreitende ebene Welle.

Die allgemeine Losung u der eindimensionalen Wellengleichung setzt sich aus den partikuldren
Losungen f; und f> folgendermaB3en zusammen:

u(z,t) = fi(x —ct) + folz +ct) .

Harmonische ebene Wellen

Eine ebene Welle wird als harmonisch bezeichnet, wenn die Bewegungsgleichung die Form
) x
u(z,t) = ugsin(w(t F E) + ©o)
besitzt.

Fiir die Periodendauer 7" gilt daher

_27T

T

1
w v

Die kleinste Entfernung zweier Ebenen, die sich zur gleichen Zeit in der gleichen Phase befin-
den, wird als Wellenlinge \ bezeichnet.
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Mit der Phasengeschwindigkeit c erhalten wir

1
A=cl =c—.
v

cAt
u(x,tozo) . . /H . — 14,=0
/ /7 A \ — f=At
/ \\ //\ //\ / \ -
h
% 7 \ / \ / \ X
\/ \\ / \ / \ /
f——
A
u()(,—) /\ \\\ ’// \ // \
/ \ / \ / \
/ \ >
/ \ / \\\ x
u(x,T)
/ N \
// \\ \
\
\ / \ / .
/ / \/ \/ ¥

Abbildung 2.3 Die Ausbreitung einer harmonischen Welle

Die Phase w(t  £) + (g ldsst sich mit Hilfe der Wellenzahl

27 w
=" _=
A c

umformulieren. Daher kdnnen wir ebene Wellen
u(z,t) = upsin(w(t F %) + o) = up sin(?w(% F %) + ©o)
auch folgendermafBlen schreiben
u(z,t) = upsin(wt F kx + o) .
In der iiblichen komplexen Darstellung erhalten wir
z(m, t) _ uoei(wtq:kx+<po) — Zoei(wt:Fk;w) :
wobei
20 = Upe'?°

die komplexe Amplitude dieser ebenen Welle ist.



TH Niirnberg 64

2.2.3 Kugelwellen

Gehen wir von einem punktférmigen Ort 0 der Wellenanregung aus, so stellt sich die Frage,
nach einer Losung der Wellengleichung die nur von der Entfernung r von diesem Ort O und der
Zeit t abhéngt.

Der Term Aw léasst sich mit Hilfe von Kugelkoordinaten darstellen, wobei hier lediglich die
Ableitungen nach der Koordinate r auftreten und

102 (ru)
Bu = roor?

gilt. Dabei ist das Koordinatensystem so gewihlt, dass 0 im Koordinatenursprung liegt. Somit
gilt r = ||z||.

Die Wellengleichung nimmt daher in unserem Fall folgende Gestalt an

Ou_ 1000

=0.
ot? ¢ r Or?

Da sich die Gleichung umformen lédsst zu

O*(ru) 0% (ru)
oz am

konnen wir auf die Resultate zur eindimensionalen Wellengleichung zuriickgreifen.

Die allgemeine Losung unserer Wellengleichung lautet daher

u(r,t) = %(fl(r —ct) + fo(r +ct)).

Die Funktion u setzt sich dabei aus einer sich mit der Geschwindigkeit ¢ von 0 aus ausbreitenden
Welle

1
u(r,t) = — fi(r —ct)
r
und einer sich mit der Geschwindigkeit c auf 0 hin bewegenden Welle
1
u(r,t) = . fa(r + ct)

zusammen.

Die Wellenflichen sind konzentrische Kugelsphidren. Daher werden die Wellen Kugelwellen
genannt.
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Harmonische Kugelwellen
Eine harmonische Kugelwelle, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ von 0 aus ausbreitet, ist durch
Uo i(kr—wt)
t) = —
u(r, ) = “e
gegeben. Deren Amplitude ist @, wobei hier ug € C sei.
r
Héaufig werden harmonische Kugelwellen auch folgendermallen dargestellt:

u(r,t) = o cos(wt F kr + ¢o)
r

Wellenfidchen einer dreidimensionalen Kugelwelle

Abbildung 2.4 Wellenflichen einer Kugelwelle
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2.2.4 Kreiswellen

Hierbei betrachten wir Oberflichenwellen, deren gleichphasig schwingende Punkte eine Kreis-
linie bilden, und nennen diese Wellen Kreis- oder Ringwellen.

e Kreiswellen entstehen beispielsweise bei kurzen Storungen der Wasseroberflidche durch
relativ kleine Objekte als einmalige Storungen.

e Nehmen wir an, dass es sich nicht um eine einmalige Storung, sondern um eine
periodische Anregung handelt, so konnen wir radial nach auflen laufende Kreiswellen,
fiir Abstidnde r > ), in guter Ndherung durch folgende Funktion darstellen:

u(r,t) = o cos(wt — kr + ) .

\/F

Im Rahmen einer genaueren Analyse, werden harmonische Schwingungen u(r, t) gesucht, de-
ren Amplituden ¢ (r) der Differentialgleichung

d>)  1dy
— + L 4k =0
dr? + r dr +EY

gentligen.
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2.3 Schallwellen

Unter Schallwellen verstehen wir elastische Wellen in deformierbaren Medien.

e In Festkorpern treten elastische Longitudinal- und Transversalwellen auf.

e In Fluiden sind die elastischen Wellen Longitudinalwellen, da es keine elastischen Scher-
kréfte gibt.

Der fiir den Menschen horbare Schall besitzt Frequenzen von etwa 16 Hz bis etwa 20 kH .
Schall mit Frequenzen kleiner als etwa 16 Hz wird als Infraschall, solcher im Bereich von
20 kH z bis 10'° H z als Ultraschall bezeichnet. Erreicht der Schall Frequenzen von 10 H 2 bis
10 Hz, so wird er Hyperschall genannt. Ultraschall lisst sich beispielsweise durch elektro-
akustische Schallgeber erzeugen.

2.3.1 Die Wellengleichung und die Schallgeschwindigkeit in Gasen

Nun betrachten wir die Ausbreitung einer Dichteschwankung in einer Fliissigkeits- oder Gasséule.

Abbildung 2.5 Dichteschwankung

d
Unter dem Einflu eines Druckgradienten d_p wirkt auf ein Volumenelement V' = SAx die
x
Kraft

F = —SA:v@
dzx

und daher die Beschleunigung

dv 1 1 A@— 1dp

dt -~ m~  pSAx Tdr pdr’
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Die Flidche S(x() bewegt sich mit der Geschwindigkeit v(z) und die Fliche S(z¢ + Az) mit
der Geschwindigkeit

dv
v(zg + Az) = v(xg) + %Aa:.

Daher édndert sich das Volumen pro Zeiteinheit um

AV =~ SAxd—U )
dx

Fiir die relative Volumeninderung pro Zeiteinheit gilt

AV 1 dv dv
vV P N T a

Mit der Definition der Kompressibiltit k,

1AV
V Ap’
die wir als zeitlich konstant voraussetzen, konnen wir nun die Beziehung
dp  10v
ot kOz

folgern.

Aus den beiden Gleichungen

ov_ _19p
ot pox
und
op _ _10v
ot kOx
lassen sich, mittels Differentiation, getrennte Gleichungen fiir v oder p herleiten. Dabei gilt
Pv 1 0%
o2 kpOx?’

Auch fiir die Auslenkung « aus der Ruhelage erhalten wir eine solche Wellengleichung.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle in einem Gas betrigt

c=——,

VEP
wobei die Kompressibilitit x gegeben ist durch

1dV

Vidp
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Setzen wir voraus, dass
e ¢s sich bei dem Gas um ein ideales Gas handelt,
e kein Wirmetransport innerhalb des Zeitraumes % stattfindet und

e die durch die Schallwelle bedingten Zustandsinderungen des Gases Gleichgewichtszustinde
sind,

so ist der Zusammenhang zwischen p und V' durch die entsprechende Adiabatengleichung ge-
geben.

Diese Adiabatengleichung lautet
pV7 = const.
Dabei ist v der Adiabatenexponent.

Damit lésst sich die die Laplacesche Gleichung

herleiten.

Folgende Tabelle enthilt Schallgeschwindigkeitswerte
fiir verschiedene Gase bei 20°C:

| Schallgeschwindigkeit |

[ [ cin% |
CO, 266
0, 326
N, 349
He 1007
H, 1309

Fiir Luft bei 0°C und 1,013 - 10° 25 betriigt die Dichte

k
p=1,203-2
™m

Mit v = 1, 40 erhalten wir daher

1,013 -10°m m
— o J140. 2 T g3y g
¢ \/ 1,293 s s
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2.3.2 Schallschnelle und Druckamplitude

Die Geschwindigkeit v der Teilchenbewegung einer harmonischen Welle
u(x,t) = ugsin(wt — kx + ¢q)

lautet

_ Ou
ot

Deren Amplitude

v = wug cos(wt — kx + ¢p) -

Vo :— WlUg
wird Geschwindigkeitsamplitude oder Schallschnelle genannt.

Wie in Abschnitt 2.3.1 hergeleitet wurde, gilt

ov_ _19p
ot pox
und demnach
0 0
_£ — 'Oﬁ_tg = —pwug sin(wt — kx + @p) .
Somit gilt

p = po + Apyr cos(wt — kx + @)
mit
Apar = wugpk™ = wuo%p = vgCp .

Das Verhiltnis

Apn
Vo

=: 7

wird als akustischer oder Schallwiderstand Z des Mediums bezeichnet.
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2.3.3 Energiedichte und Intensitit

Die rdumliche Dichte der kinetische Energie einer elastischen harmonischen Welle
u(z,t) = ug sin(wt — kx)
der Massedichte p betragt

1 du,
Wkin = 5/)(%) .

Dabher erhalten wir fiir die Dichte der kinetischen Energie

1
Whin = 5 w?ul cos?(wt — kx) .

Da

T

1 1

T /COS2<wt> dt = 3
0

betrigt der zeitliche Mittelwert wy;,, dieser Energiedichte

1
S 22
Whin = —pwW g -

4

Fiir die zeitlich gemittelte Dichte der (mechanischen) Gesamtenergie w 1= Wy, + Wpet, Oder
kurz fiir die Energiedichte, erhalten wir daher

_ 1
w = Epwzug.

Als Intensitdt I einer Welle wird

e der Zeitmittelwert ihrer Leistung

e hinsichtlich einer senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehenden Fliche von 1 m?
bezeichnet.

Demnach ergibt sich fiir elastische harmonische Wellen:

_ 1 1
I =cw= §pw2ugc = §pv§c.
Die gesamte Leistung einer Schallquelle erhalten wir, wenn wir die Schallintensitét in Hinblick

auf eine Fldche betrachten, die die Quelle umschlief3t.
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Das Verhiltnis zweier Leistungswerte P; und P, von Wellen wird hiufig in Dezibel (dB) aus-
gedriickt. Darunter wird der Wert

verstanden. Da fiir die Intensitit
gilt, ldsst sich dieses Verhiltnis auch als

A10M1
20 lg ———=
&A

DPM,2

schreiben.

e Die empfundene Lautstirke L einer Schallwelle lédsst sich gut durch ein Gesetz der Form
L = const. -lg1

anndhern.

Allerdings ist die empfundene Lautstédrke stark frequenzabhéngig. Daher wird ein Klang
(oder Gerdusch) mit einem sogenannten Normalton verglichen. Dieser Ton von 1000 H 2z
wird mit einer Intensitit [ wiedergegeben, die der empfundenen Lautstirke des zu mes-
sendenden Klanges gleicht.

Die minimale Intensitit eines Normaltones von 1000 H z, der noch wahrgenommen wer-
den kann betréigt

w
Iy =10"""—.
cm
Damit wird die Lautstéirke eines Klanges definiert als
I
Ly=10-1g—.
N g Iy

Die Werte werden dabei in der Einheit Phon angegeben.

e Zur Berechnung absoluter Pegel werden beispielsweise der Schallintensitéitspegel in d By
mit der Referenz 1 ’% und der Berechnungsformel

L[: 101g—110_12%
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oder der akustische Leistungspegel in dBpy, (PWL: Power Level) mit der Referenz
1 pW und der Berechnungsformel

e =101 5y

verwendet.

e Bei bewerteten absoluten Schalldruckpegeln wird das frequenzabhidngige Lautstirkeemp-
finden des menschlichen Ohres berticksichtigt. So basiert beispielsweise die A-Bewertung
mit der Angabe dB(A) auf der 40-Phon-Kurve des Schalldruckpegels als Funktion der
Frequenz.

Bei punktformigen Schallquellen gilt
I(r) ~772
und bei linienformigen Schallquellen

I(r) ~7t.
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2.4 Interferenz harmonischer Wellen
2.4.1 Interferenz harmonischer Wellen gleicher Frequenz

Zwei ebene harmonische Wellen gleicher Frequenz lassen sich folgendermalen darstellen:
uy(z,t) = upq sin(wt — kx + 1)

und
ug(,t) = ug o sin(wt — kx + p2)

Sind die Ausgangsgleichungen linear, wie beispielsweise fiir Wellen mit kleiner Amplitude in
elastischen Medien, dann gilt das Superpositionsprinzip.

Der Gangunterschied der beiden Wellen betragt

A:sm—goz:)\cm—sog
k 2

Bei Interferenz der beiden harmonischer Wellen entsteht eine harmonische Welle, deren Am-
plitude von ug ; und ug > und dem Gangunterschied jener Wellen abhingt.

Bei Wellen mit

e dem Gangunterschied
nA, n € Ny (Phasendifferenz 0)

addieren sich die Amplituden

e dem Gangunterschied

A
(2n + 1)5 , n € Ny (Phasendifferenz )

subtrahieren sich die Amplituden.
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Uberlagerung zweier Wellen bei Gangunterschied n\, n € N

Abbildung 2.6 Uberlagerung bei einem Gangunterschied von n\

Uberlagerung zweier Wellen gleicher Amplitude bei Gangunterschied (2n + 1)% n € Ny

A
2

Abbildung 2.7 Uberlagerung bei einem Gangunterschied von (2n + 1)

Fiir die Uberlagerung der Wellen
uy(z,t) = ug cos(wt — k)
und
ug(x,t) = ug cos(wt — kx + )
erhalten wir
u(x,t) = uy(z,t) + ug(x, t) = ug cos(wt — kx) + ug cos(wt — kx + ¢)
= A, cos(wt — kz + §> )
wobei

A, =2y cos(g) )
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Der Betrag von A, ist im Falle

e p=2n-m, neNj
maximal und hat den Wert 2u (konstruktive Interferenz),
e p=0>2n+1)-m, neN,
minimal und hat den Wert 0 (destruktive Interferenz).
Dieses Interferenzverhalten wird beispielsweise genutzt bei
e der Langenmessung mit Hilfe eines Interferometers,
e der Messung der Schallgeschwindigkeit mit der Quinckeschen Posaune,

e der Bestimmung der Richtcharakteristik von Antennen und Schallquellen.

Lingenmessung mit Hilfe eines Interferometers

Kalibrierung eines Maf3stabs

El MaRstab

Spiegel

N

Detektor P4 S HeNe-Laser

Interferenz

Abbildung 2.8 Lingenmessung am Interferometer

Es gilt
Ay

X2
Gilt fiir den Wegunterschied A beider Strahlen

A
e A=(2n+1) 5 mit n € Ny, so tritt destruktive Interferenz auf,

e A =n)\, mitn € Ny, so tritt konstruktive Interferenz auf.
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Die resultierende ”Amplitude” A, ist proportional zu
Py eos (2
cos(2) = cos <)\7T) :

Messung der Schallgeschwindigkeit mit der Quinckeschen Posaune

Interferenz

H [

Abbildung 2.9 Messung der Schallgeschwindigkeit

Bei der Frequenz v = 1,69 kH z tritt destruktive Interferenz, mit einem Abstand d = 10,5 cm
zwischen zwel Minima, auf.

Da A = X und ¢ = \v ist, erhalten wir fiir die Schallgeschwindigkeit

1
¢=0,21m-1690 = = 354
S S

Das Kundtsche Staubrohr

Abbildung 2.10 Schallgeschwindigkeit und stehende Wellen

Wird das Kundtsche Staubrohr beispielsweise mit Korkmehl gefiillt, so kann, anhand der durch
Liangsschwingungen des eingespannten Stabes verursachten stehenden Wellen im Inneren des
Rohres, das Verhiltnis der Schallgeschwindigkeit in Luft zur der im Stabmaterial bestimmt
werden.
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Bestimmung der Richtcharakteristik zweier punktformiger Quellen

Hier untersuchen wir die Richtungsabhingigkeit der Interferenz zweier harmonischer Wellen,
die synchron und mit gleicher Amplitude von zwei punktformigen Quellen ausgesandt werden.

©-
6

d

Abbildung 2.11 Interferenz von Wellen

Fiir den Wegunterschied A gilt
A =dsind.

Die resultierende ”Amplitude” A,, ist proportional zu
(£) = cos (5
cos(=)=cos | —m
2 A

und die Intensitit S proportional zu Ai.

Fiir die Richtungen mit konstruktiver Interferenz gilt

A
sinﬁ:n~3, wobei n € Ny,

fiir die Richtungen mit destruktiver Interferenz gilt

2n+1 A
2 d’

sind = wobein € N .
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2.4.2 Interferenz harmonischer Wellen verschiedener Frequenz

Unterscheiden sich die Frequenzen zweier ebener harmonischer Wellen nur wenig, so entstehen
sogenannte Wellengruppen.

Betrachten wir zwei derartige Wellen mit gleicher Amplitude,
uy(z,t) = ug sin(kyx — wyt)

und
ug(,t) = ug sin(kox — wat),

so erhalten wir fiir die Uberlagerung
w(z,t) = uy(z,t) + ug(z, t)

kv —k — ky + K
= 2uq cos( 12 2p - 2w2t)sin( 1; 2x—wl—;mt).

Diese Interferenz konnen wir auch folgendermaBen darstellen

u(z,t) = Ag(z,t) - sin(kxr — ot)

wobel

Ag(z,t) :=2uq cos(%x - %t)

und

— ki + ko _ w1 + wo
k.= , W=
2 2

sowie

Ak =k —ky, Aw:=w —wsy.

Nach Voraussetzung gilt Ak < kund Aw < @.

Fiir festes x ist u(z, .) eine Schwebung.
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80
Fiir jeweils festes ¢ erhalten wir Wellengruppen u(., ¢) der Form

Abbildung 2.12 Bewegung einer Wellengruppe

Die Phasengeschwindigkeit c dieser Wellengruppe ist die Geschwindigkeit,

mit der sich die Wellenphase kx — @t fortpflanzt.
Diese ist gegeben durch

Diese Phase, und daher beispielsweise auch das Maximum von A,, bewegt sich mit der Ge-
schwindigkeit
Aw
Cqp = —
Nk’

der sogenannten Gruppengeschwindigkeit.

Allgemeiner wird die Gruppengeschwindigkeit als der zugehorige Limes fiir Ak — 0 bezeich-
net und daher folgendermallen definiert:

_
=

Cq
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Mittels w = kc erhalten wir die Rayleighsche Gleichung

de
Cg:C‘l‘k%.

. 2m )
Verwenden wir k = 5 so erhalten wir

dc
cg:c—)\a.

Fiir einen Vergleich der Gruppengeschwindigkeit ¢, mit der Phasengeschwindigkeit c ist der
Term dc/d) interessant. Ist

c . . .
e — > (, so sprechen wir von normaler Dispersion

dA

de .
° n < 0, so sprechen wir von anomaler Dispersion.

d
Im Falle d—; = 0 liegt keine Dispersion vor.

2.4.3 Stehende Wellen

Durch Uberlagerung zweier einander entgegenlaufender ebener harmonischer Wellen gleicher
Amplitude und Wellenlidnge erhalten wir stehende Wellen.

Hier betrachten wir folgende Wellengleichungen:
uy(x,t) = ug cos(wt — kx)
und

ug(x,t) = ug cos(wt + kx + )

Dann ergibt sich als Uberlagerung
u(z,t) = uy(z,t) + ug(z,t) = ug cos(wt — kx) + ug cos(wt + kx + )
= A,(x) cos(wt + f)
® 2 ’
wobel

Ay () := 2ug cos(kx + g) :
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Fiir einen festen Ort z ist
e u(z,.) eine harmonische Schwingung und
o —|Ap(@)] <ufz,.) <[Ag(x)]-

Der Term cos(wt + %) ist ortsunabhéngig und stellt eine harmonische Schwingung dar.

Die Funktion u(z, t) setzt sich an jedem Ort aus harmonischen Schwingungen zusammen, wo-
bei lediglich die ”Amplitude” A, (z) eine Funktion des Ortes ist.

Daher beschreibt u(z, t) eine stehende Welle.

Beispielsweise sind die Orte der Schwingungsbduche, d.h. die Stellen z mit
|Ap(@)] = mazsex| Ay ()] = 2u,

und die Orte der Knoten, d.h. die Stellen x mit
[Ag(@)| =0

zeitlich unverénderlich.

Die Schwingungsbéduche und -knoten sind folgendermaf3en verteilt:

An den Stellen x mit
o |cos(kx + g)\ = 1 tritt ein Schwingungsbauch
o |cos(kz + g)\ = 0 tritt ein Schwingungsknoten

auf.

Der Abstand benachbarter Schwingungsbduche bzw. -knoten betragt %
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Wird eine ebene harmonische Welle mit ihrer ohne Phasensprung reflektierten Welle iiberlagert,
so entsteht eine stehende Welle der dargestellten Form:

ulx,t,)

ulx,t,)

Abbildung 2.13 Entstehung einer stechenden Welle bei
Reflexion ohne Phasensprung

Wird eine ebene harmonische Welle mit ihrer reflektierten und um 7 phasenverschobenen Welle
iberlagert, so entsteht eine stehende Welle der dargestellten Form:

ulx,n,)

ulx,t,)

Abbildung 2.14 Entstehung einer stechenden Welle bei
Reflexion mit Phasensprung 7
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Stehende Wellen treten beispielsweise auf bei

e Reflexion von Schallwellen
Beispiele:
— gedeckte und offene Orgelpfeifen
— ”Kundtsches Staubrohr”

— Reflexion an ”diinneren” und “’dichteren” Medien

e Reflexion elektromagnetischer Wellen an Metallflichen

e cingespannten Saiten, Seilen und Stében.

Eingespannte schwingende Saite

Abbildung 2.15 Schwingende Saite

Anmerkungen
D v
Frequenzverhiltnis bei Oktave: )

%)
Eine Oktave umfasst 12 Halbtonschritte.

Beispiel

Auf eine Saite der Masse m = 3,38 g und Linge L = 57,7 ¢cm werde eine Kraft F' = 300 NV
ausgetibt.

Dann betrégt die Phasengeschwindigkeit ¢ der Transversalwelle dieser Saite

F |FL 300N -0,577Tm 226m
C = _— = _— = = —_.
pA m 0,00338 kg 5

Fiir die Grundfrequenz v, gilt

C
=—=196H
IZ0) o7, 96 Hz
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und fiir die Frequenzen der ndchsten zwolf Halbtone

Vp =212y, wobein=1,2,...,12.

Das sind die Frequenzwerte

mit

Reflexion elektromagnetischer Wellen an Metallflcichen

><><><>

Metallplatte

Abbildung 2.16 Reflexion elektromagnetischer Wellen

Beispiel
Betrigt die Sendefrequenz v = 433,92 M H z und der Abstand zweier Knoten des elektrischen

Feldes D = ’5\ = 34 c¢m, so erhalten wir fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit

1
c=X-v=068m-43392-10° = = 2,95.10° > .
S S

Zum Vergleich der Literaturwert fiir die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum:

o = 2,99793...- 108
S
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Eigenschwingungen einer Saite
Wir betrachten Losungen u(z, t) der eindimensionalen Wellengleichung

Pu 0%
— = —
ot? Ox?

fiir eine schwingende Saite. Zusitzlich sollen diese Losungen u(z, t) von der Form
u(z,t) = u(z) - e

sein und die Randbedingung
u(0,t) = u(l,t) =0

erfiillen.

Daher muss u(x) der (Eigenwert-) Gleichung
u’(z) + Ku(r) =0

geniigen. Zwar sind die Funktionen
cos(kx) und sin(kx)

Partikularlosungen dieser Gleichung, doch geniigt cos(kx) nicht den Randbedingungen.

86
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Die Losungen zeigt die folgende Abbildung:

Grundschwin‘gung f ; ;

1. Oberschwingung

2. Oberschwingung

3. OberschwirM

4. Oberschwingun

0 1

Abbildung 2.17 Grund- und Oberschwingungen bei festen Enden

Die Konstante £ ist durch die Randbedingungen bestimmt.

Wegen der Randbedingung

e kann cos(kz) keine Losung des Randwertproblems sein

e muss k folgenden Bedingungen geniigen:

k:kn:n? neN.
Die Werte k:fl werden Eigenwerte, die Losungen
sin(n?m)
Eigenfunktionen und die zugehorigen Frequenzen
c
Vp =N—
21

Eigenfrequenzen genannt.

Dabei ist ¢ folgendermaBlen gegeben:

e fiir Longitudinalwellen

E
o =4/ —
p

87
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e fiir Transversalwellen
F
cl =4 —.
L A

Eigenschwingungen eines Stabes

Nun betrachten wir Losungen u(x, t) der eindimensionalen Wellengleichung

Pu 0%

— = —

ot? Ox?
fiir einen Stab mit kreisformigen Querschnitt. Dabei soll der Stab zu Longitudinal- oder Torsi-
onsschwingungen angeregt werden. Fiir Torsionsschwingungen verstehen wir unter u den Dreh-

winkel.
Biegeschwingungen werden hier nicht betrachtet.

Es gilt im Falle von

e [ongitudinalschwingungen

Der Stab sei an zumindest einem Ende eingespannt.

Insgesamt sind die Randbedingungen

e bei festen Enden

u(0,t) = u(l,t) =0

e bei freien Enden

ou ou

e bei einem festen und einem freien Ende

ou
u(0,¢) =0 und %(l,t) =0.
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Wir erhalten folgende Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen:

e bei festen Enden

c
Vp = N—

21’
e bei freien Enden

c
Vp = N—,

21

nmTx

nmwx

e bei einem festen und einem freien Ende

vp = (2n—1)

wobei n € N.

Cc

41

, Up(T,t) = uyosin(

21

(2n — )7z

Un(x,1) = Un sin(T) sin(wpt + v5)

Un(x,1) = Uny COS(T) sin(wpt + vn)

) sin(wnt + )

&9

Grund- und Oberschwingungen lassen sich, abhiingig von den Randbedingungen, auch folgen-

dermaBen darstellen:

X

0

1

Abbildung 2.18 Grund- und Oberschwingungen bei einem festen und
einem freien Ende
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RY

0 !

Abbildung 2.19 Grund- und Oberschwingungen bei freien Enden

2.5 Wellenausbreitung nach Huygens und Fresnel
2.5.1 Elementarwellen

Das Huygenssche Prinzip

Der Ausbreitungsvorgang einer Welle wird so konstruiert, dass von jedem Punkt einer Wellen-
flache eine kugelformige “Elementarwelle” ausgeht.

Die Einhiillende dieser Elementarwellen ergibt die Wellenfldche fiir einen spiteren Zeitpunkt.
Beispielsweise lassen sich

e das Reflexionsgesetz und

e das Brechungsgesetz nach Snellius
mit Hilfe des Huygensschen Prinzips herleiten.

Nach dem Huygens-Fresnelschen Prinzip ergibt sich die Wellenanregung in einem Punkt als
Uberlagerung aller von verschiedenen Punkten ausgehenden Elementarwellen, wobei deren
Phase beriicksichtigt wird.

Mit diesem Prinzip kann beispielsweise die Interferenz an Beugungsgittern erklirt werden.
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2.5.2 Beugung und Interferenz

Hier betrachten wir die Beugung ebener Wellen, die in Normalenrichtung auf eine Ebene mit
einer schmalen Offnung auftreffen.

Diese Beugung lisst sich erkliren durch die Annahme, dass die einfallende Welle an der Off-
nung (halb-)kugelformige Elementarwellen entstehen lésst.

Fraunhofersche Lichtbeugung an einem Spalt

Die Gangdifferenz der Randstrahlen betrigt nach der Beugung d = BC und demnach die
Phasendifferenz dieser Strahlen

2mbsin 9
Np = —

Wenn p Teilwellen interferieren, betrdgt die Phasendifferenz zweier benachbarter Strahlen daher

5— 2mbsin 9
- —p)\ )

Abbildung 2.20 Lichtbeugung an einem Spalt

Ist P ein Punkt auf dem Schirm und [ = AP, so ergibt sich die Lichtfeldstirke £, mittels
Ez? ~ _Re(eﬂﬂ(utf%)(l + 6716 + 67126 + .+ efz(pfl)(S)) ’
D

mit

bS]
—

) (1 1 1 .
R el L I —il6(p—1) sin(5p0)
e — - = 1 . T . = e 2 . -

e~ —1 @_256 6156 — 6_256 sm(%é) ’

e
Il

0



TH Niirnberg

und damit fiir p — oo als

NN
sin =f [ Ap
A@Q cos(2m (vt — X) - T)

2

Ey~1D

Fiir die Intensitit gilt demnach

mit =

SmQ(%) . Np  wbsind
©

Abbildung 2.21 Intensitit Iy bei Beugung an einem Spalt

Die Minima treten fiir Beugungswinkel ¢;, auf, fiir die gilt

sinﬁk:%, ke N.

92

Fiir den hier ausgeschlossenen Fall £ = 0 erhalten wir den Beugungswinkel ¥y = 0 des (zen-

tralen) Hauptmaximumes.
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Beugung an einem Beugungsgitter

Abbildung 2.22 Beugungsgitter

d: Gitterkonstante

p: Anzahl der Offnungen

9J: Winkel zwischen Ausbreitungsrichtung der einfallenden und
der abgelenkten Wellen

Parallele Strahlen, die von zwei benachbarten Offnungen ausgehen, und jeweils um © abgelenkt
werden, weisen den Gangunterschied

A = dsind
auf.

Betrachten wir lediglich Uberlagerungen zweier Wellen, die an zwei Offnungen im Abstand d
gebeugt werden, so gilt

fiir die Richtungen mit konstruktiver Interferenz
. A )
smﬁ:n-g, wobei n € Ny,

und fiir die Richtungen mit destruktiver Interferenz

2n+1 A
n;_ ‘E, WobeinGNo.

sind =

Wenn wir auch die Beugungserscheinungen an jedem einzelnen Spalt der Breite b beriicksich-
tigen, ist es sinnvoll, sich den Einfluss eines Gitters, mit b < d, auf die Wellenintensitit [y als
Produkt

e der iiber einen Einzelspalt gemittelten Intensitit, der in Richtung v gesandten Strahlung,
E2 und
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e der Intensititsverteilung zu denken, die sich durch die Laufzeitunterschiede d sin ¢ ergibt.
Zwei parallele Strahlen mit Abstand = weisen eine Phasendifferenz von

2wz sin
5= o7
A

auf.

9)

Abbildung 2.23 Beugung an zwei benachbarten Spalten

Die Phasendifferenz der Randstahlen eines Spaltes der Breite b betragt

2wbsin
(51 = T

und die Phasendifferenz zweier im Abstand d das Beugungsgitter passierender Stahlen betrigt

B 2md sin 9
2= T

Extrema durch Interferenzen an einer Offnung werden historisch als Extrema I. Klasse, solche
durch Zusammenwirken mehrerer Offnungen als Extrema II. Klasse bezeichnet.

Nach der Theorie zur Fraunhofer-Beugung an einem Einzelspalt gilt

=2}

. 9
E—gN sin (51)
2

(%)
und nach Berechnungen zur Vielstrahlinterferenz fiir Strahlen mit der Phasendifferenz J, gilt
fiir die Gesamtintensitéit
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Da wir die Varianz der Phasenunterschiede als klein gegeniiber der Phasendifferenzen zwischen
Strahlen benachbarter Spalten betrachten, erhalten wir daher fiir die Beugungsintensitét von p
Strahlen

sin? (”7‘[’ sin 19) _ sin® (p—;rd sin 19)
(wybsimgf sin® (§dsind) -

ﬂN

Fiir p = 2 erhalten wir

2 (7b :
o )
[, S0 (sing) (Zasino)

(”Tb sinz?)2 A

Minima I. Klasse treten auf, wenn der Zihler des ersten Faktors verschwindet. Das ist fiir

sinﬁl:l-%, leN,

der Fall.
Fiir [ = 0 tritt ein Maximum, das Zentralmaximum I. Klasse, auf.

Minima II. Klasse treten auf, wenn cos (§d sin ) verschwindet. Das ist fiir

1
sim?m:(m—i-é))\ m € Ny,

E )
der Fall.
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Maxima II. Klasse (Hauptmaxima) liegen an den Orten mit | cos (5dsin®) | = 1, d.h. an den
Stellen mit

A
sinﬂn:ng, n € Ny,

falls dort kein Minimum I. Klasse liegt.

=

Y

>

sin &

Abbildung 2.24 Qualitative Intensitétsverteilung bei der Beugung an
p Spalten, falls b < d
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2.5.3 Reflexion und Brechung

Nach der Zeit ¢ hat die vom Punkt A ausgehende Elementarwelle den Radius AE = ct und
die vom Punkt C' ausgehende Elementarwelle den Radius %ct. In der gleichen Zeit erreicht die
auftreffende ebene Wellenfront den Punkt B. Da DB = AF gilt, sind die Winkel £ BAE und
£ ABD gleich - und damit auch der Einfallswinkel und der Reflexionswinkel.

P E N /
/e .
/\ \ / < /&\ //
[ \ / \ /

Abbildung 2.25 Reflexion und das Huygenssche Prinzip

Unterscheiden sich die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Welle ¢; und c; in Gebiet 1 und 2, so
wird der Strahl gebrochen. Die Wellenfront schreitet in der Zeit ¢ = ¢; ' DB von D nach B fort.
Die von A ausgehende Elementarwelle besitzt dann den Radius cst, und die vom Mittelpunkt
C' der Strecke AB ausgehende Elementarwelle den halben Radius jener Elementarwelle.

tal G
R ‘\ é ] /[15/
N \
) ,(\E \
\
\\ \
\\ \

Abbildung 2.26 Brechung und das Huygenssche Prinzip
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Es gilt demnach

. DB Clt
SINY — — =— ——
AB AB
und
. AF Cgt
Slnﬁ = = = =
AB AB

Damit ergibt sich das Brechungsgesetz von Snellius (1621)

sina ¢

sinf s
Nehmen wir an, dass Licht vom Vakuum in ein Medium eintritt, so ldsst sich mit Hilfe des
Brechungsindex n

sin o c

= nNn = —
sin 3 Co

schreiben und demnach allgemein

sina ng c1

sinf  ny ¢y
Beim Ubergang von einem optisch diinneren in ein optisch dichteres Medium wird der Licht-
strahl zum Einfallslot hin gebrochen. Umgekehrt wird ein Lichtstrahl, der vom optisch dichteren

in ein optisch diinneres Medium eintritt, vom Einfallslot weg gebrochen. Totalreflexion tritt auf,
wenn Licht in letzterem Fall mit einem Einfallswinkel o > «, auf die Grenzfliche trifft, wobei

. U
sina, = — < 1.
ny
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Brechung des Lichts am Prisma

Abbildung 2.27 Lichtbrechung am Prisma

Fiir die Brechung des Lichts am Prisma erhalten wir mit
d=a;—fi+ay— B
und
e=p1+ B
die Gleichung
d=a;+ay—¢.
Da ferner nach dem Brechungsgesetz
sina; =nsinf;, i =1,2,
gilt, folgt
sinay = nsin(e — 1) = nsine cos f; — ncosesin f;

= sinev/n2 — sin® a; — cosesin o

und somit fiir den Ablenkwinkel

§ = ay + arcsin(sinev/n? — sin® a; — cosesina;) — €.

Sind Eintrittswinkel «;; und Austrittswinkel «s gleich, so ist der Ablenkwinkel 6 = ,,,,,, d. h.
minimal. Bei diesem symmetrischen Durchgang gilt

. . €
Omin = 2 arcsin(n sin 5) —€.
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Damit lasst sich die Brechzahl des Prismenmaterials bestimmen.

Descartes Theorie des Regenbogens

Bekanntlich erscheint ein Hauptregenbogen unter einem Blickwinkel von etwa 42° mit einem
duBeren roten Rand und meist zusitzlich ein Nebenregenbogen unter einem Winkel von et-
wa 5H2° mit einem inneren roten Rand. Ferner treten manchmal weitere, sogenannte sekundire
Regenbogen auf.

René Descartes erkliarte 1637 den Haupt- bzw. Nebenregenbogen durch Lichtbrechung und
einmalige bzw. doppelte Reflexion an der Riickseite der Regentropfen.

@

42° 52°)

Abbildung 2.28 Brechung und Reflexion von Licht-
strahlen in Wassertropfen

Eine genauere Beschreibung gab G. B. Airy 1838, wobei er von Beugungseffekten nichtsphéri-
scher Wellen ausging.
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2.5.4 Akustischer Doppler-Effekt

Wir nehmen an, dass eine Schallquelle Wellen der Frequenz v und Wellenlinge \ aussendet
und sich diese Quelle () oder der Beobachter B gegeniiber dem Ausbreitungsmedium der Welle
bewegt.

(i) bewegte Quelle, ruhender Beobachter

Nihert sich die Schallquelle mit der Geschwindigkeit vg einem relativ zum Medium ruhenden
Beobachter, so bewegt sich

e die Welle wiihrend der Schwingungsdauer Tj) = v/ *

um die Distanz \y und
e die Quelle um
vQ

UQTO = 1/_0

weiter.

Die Wellenlinge, definiert als Abstand benachbarter Punkte gleicher Phase, hat sich daher
verdndert.

Abbildung 2.29 Akustischer Doppler-Effekt

Bewegt sich die Quelle mit v auf den Beobachter zu, so empfangt der Beobachter die (verklei-
nerte) Wellenlinge

v c v
Ap=do— 2 =—(1--2)
140 140 C
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und die Frequenz

C 140

Abbildung 2.30 Doppler-Verschiebung

Entfernt sich die Quelle mit vy vom Beobachter, so empfingt der Beobachter die (vergroferte)
Wellenlidnge

v c v
Ap =X+ 2 =—(1+-2)
120} y c
und die Frequenz
C IZ0)
V’p == — =
B AB 1+ U?Q

Beispiel: Bestimmung von vg

Seien vg und v konstant. Bewegt sich die Quelle mit v auf den ruhenden Beobachter zu, so

wird die Frequenz vp, = 1114 H z gemessen, bewegt sie sich von dem Beobachter fort, so wird
vp, = 950 Hz gemessen.

Es gilt
rQ rQ
1/31 = 7o) lll’ld V32 = e}
1— - 1+ -
und daher
VB, 1—|-U7Q _ctug
vg, 1—°2 c—uvg
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Demnach betrigt die Geschwindigkeit
vp, —V m
vo = B TR g7
vp, + VB, S

(ii) ruhende Quelle, bewegter Beobachter

Nihert sich der Beobachter mit der Geschwindigkeit vp einer relativ zum Medium ruhenden

Schallquelle, so empfingt der Beobachter in der Zeit /At zusétzlich einen Wellenabschnitt mit
At
An =vg - —

Ao
Wellenlidngen.
Zusitzlich zur Frequenz 1y empfingt der bewegte Beobachter daher
An  wvg vB
_ — 2

TA T N c

Schwingungen pro Zeiteinheit.

Av

Bewegt sich der Beobachter mit vz auf die Quelle zu, so empfidngt er eine Welle der Frequenz
(Y
vg =1y (1+ 73) ,

entfernt er sich mit vz von der Quelle, so empfingt er eine Welle der Frequenz
U

= 11— =),
v = 1o ( C)

(iii) bewegte Quelle, bewegter Beobachter

Nach den Abschnitten (i) und (ii) erhalten wir daher folgende Frequenzverschiebungen:

e Quelle bewegt sich auf den ruhenden Beobachter zu:
Yo

1%
c

vVp =

e Quelle entfernt sich von dem ruhenden Beobachter:
Vo

=T E

e Beobachter bewegt sich auf die ruhende Quelle zu:

v
VB:V0(1+7B)

e Beobachter entfernt sich von der ruhenden Quelle:

UB
g 1——
vp = 1 ( C)
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Um diese Bewegungsarten zu kombinieren, denken wir uns einen weiteren im Medium ruhen-
den Punkt B = (). Damit erhalten wir:

e Quelle bewegt sich auf den Beobachter zu, Beobachter bewegt sich auf die Quelle zu:

UB UB c+ vp
ve =vo(L+-2) =vg (1+ =5) = v

e Quelle bewegt sich auf den Beobachter zu, Beobachter entfernt sich von Quelle:

C — UR

UB UB
VB:VQ(1—7):I/B(1—?):VOC_UQ

e Quelle entfernt sich von Beobachter, Beobachter bewegt sich auf die Quelle zu:

v ¢+ vB
—v-(1+ 2 =va(l+-2) =
v = v+ =0) =vp (14 -2) =w -

e Quelle entfernt sich von Beobachter, Beobachter entfernt sich von Quelle:

UB C — URB
1% = ~ ]_—— = Up 1_ =V
B Q( c) Bl c Oc+vQ

(iv) bewegte Quelle (allgemeinere Bewegungsrichtung), ruhender Beobachter

Wir betrachten wieder eine gleichformige Bewegung der Quelle () und einen relativ zum Aus-
breitungsmedium ruhenden Beobachter B. Die Distanz der Quelle zum Beobachter soll sich
verringern. Allerdings muss die Geschwindigkeit U_Q> nicht notwendigerweise parallel zu @)
sein.

Q\le
B

Abbildung 2.31 Geschwindigkeit vg

Wir zerlegen v, in eine Komponente v, parallel und eine Komponente v, senkrecht zu B,
so dass

- _—, —

Vg = Uqu T Vg -
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Ist o der Winkel zwischen U—C; und Cﬁ so erhalten wir

UQ” = UQ - COS(x.

Da sich die Quelle mit v, in Richtung von Q? dem ruhenden Beobachter néhert, gilt
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2.5.5 Optischer Doppler-Effekt

Bezugssysteme und der Michelson-Moreley-Versuch

Im Michelson-Versuch wird ein Lichtstrahl mittels eines halbdurchlédssigen Spiegels P in zwei
kohidrente Strahlen geteilt, gespiegelt und an P abermals geteilt. Sind die beiden Wegldngen
PS; und PS, gleich, so treffen beide Teilstrahlen im Beobachtungsfernrohr F' ohne Phasen-
unterschied ein und interferieren konstruktiv. Abhingig vom Weglingenunterschied lédsst sich
auch eine Schwichung des zusammmengesetzten Lichtbiindels, bis hin zur Dunkelheit errei-
chen. Ein Laufzeitunterschied der beiden Teilstrahlen wurde auch vermutet, wenn sich die Erde
durch den Ather bewegte und somit, an zwei gegeniiberliegenden Punkten der Erdbahn, eine
relativ hohe Geschwindigkeit mit in Hinblick auf den Ather entgegengesetzter Richtung auf-
wiese.

x

&
—
—

U

Abbildung 2.32 Michelson-Moreley-Versuch

Der Doppler-Effekt und die Lorentz-Transformation

Bei elektromagnetischen Wellen gibt es eine von der Relativgeschwindigkeit abhéngige Fre-
quenzverschiebung.

Dabei wird eine
e Blauverschiebung der Wellen bei relativer Anndherung und
e cine Rotverschiebung bei relativer Entfernung

von Beobachter und Quelle gemessen.
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Abbildung 2.33 Optischer Doppler-Effekt

Nun betrachten wir eine Kugelwelle, die von einer punktférmigen Lichtquelle () emittiert wird.

Die Lichtquelle () ruhe im Ursprung des Bezugsystems .S, der Beobachter ruhe im Bezugsystem
S’. Beide Systeme bewegen sich relativ zueinander gleichférmig translatorisch.

Die Relativgeschwindigkeit zwischen S und S’ in z-Richtung betrage w.

Im System .S wird eine Kugelwelle durch die Gleichung

A
u(r,t) = — ewt=2)
r

beschrieben. Dabei ist w = 27v, v die Frequenz hinsichtlich S und r = BQ.
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Der gegenseitige Abstand Punkte B und () ist

r=x-Ccosp+y-sing.

-

0(0,0)

Abbildung 2.34 Doppler-Verschiebung
und Koordinaten

Um die Kugelwelle im System S’ zu betrachten, transformieren wir
e den Abstand r = r(x,y,t) und

e die Phase

w(t— Ecosgo— ysimp)
c c

mit Hilfe der Lorentz-Transformation.
Damit erhalten wir
e den Abstand ' := r(2/, ¢/, ') und
e die Phase

w(t’—l-c%x’ 2+t 'Cosgp_y,.sincp)
V1-p2 \J1-p52 ¢ c

K

wobei 3 := *

Mit den Bezeichnungen v/ und ¢’ und folgender Darstellung der Phase

/ /
2 (' — T cos o — Y sin o)
c c
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erhalten wir die Gleichungen

= t _ut’ cos <p)
1—-52 J1-p ¢
x 22 x CoS
—V/'—= cosy' = v (—= — : ,
C v (, /1 — 62 /1 — 62 I )
—I/’y—, sing' = —vy sin g
c c
Somit gilt
1—
i v = V—BCOSSD ,
V-5
N v cosp —f3
(i) cosy' = — —F—=

o . / V .
(ii1) siny = > sin @ .

e Die erste dieser Gleichungen gibt die Doppler-Verschiebung an,

e die beiden folgenden Gleichungen zeigen, dass sich die Einfallswinkel in beiden Syste-
men unterscheiden, d.h. unterschiedliche Aberrationswinkel auftreten.

Die Gleichungen gelten auch, wenn wir v durch —u, und damit 3 durch — /3, ersetzen.
Vertauschen wir zusitzlich die Rollen von S und ', so erhalten wir gemil Gleichung (i):

JI=F

. /
iv =y——
@) v Vl—i—ﬁcoscp’

Dieses Ergebnis ergibt sich auch, wenn wir (ii) in (i) einsetzen. Denn demnach gilt

,  1—fcosp (1—62)—500&0’%\/1—52_ — ,
1/—1/—\/1_752 =v \/1_752 =vy/1—0?—v[cosy .
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Beispiel: Doppler-Radar

Abbildung 2.35 Doppler-Radar

Sendefrequenz: vg = 24,125 GH 2

Messwinkel: 20° zum Stralenrand

Geschwindigkeit: v = 20 2

Vom Auto empfangene und reflektierte Frequenz: v 4
Von der Radarstation empfangene Frequenz: v

(1) Es gilt o = 180° — 20° = 160° und

20
Vq = Ug (1—Ecoscp> =vg|1l-— <08 160° | = 1,000000063 - vg .
c 3-108

(i1) Es gilt ¢’ ~ ¢ = 160° und

Vg YA YA —1,000000063 - 14 .

- 14 2cosy - 1+ 2% cos 160°

Demnach betrigt der Frequenzunterschied

v — vs = vs - (1,000 000 063)* = 24,125 GHz - 0,000 000 125 = 3015 Hz .
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(i) longitudinaler Doppler-Effekt
Hier bewegen sich der Beobachter B und die Lichtquelle ) entlang einer Verbindungslinie.
e Ist ¢/ = 0, so entfernen sie sich voneinander. Dann gilt

vV =v~ -5

1+
Entwickeln wir diese Terme bis zur zweiten Ordnung in /3, so erhalten wir
S (1= B+ 56
wenn § < 1.

e Ist ¢/ = 7, so bewegen sie sich aufeinander zu. Dann gilt

y’:V—'l_W.
1-5

Wir erhalten
1
v v+ 8+ 567,

wenn 5 < 1.

(ii) transversaler Doppler-Effekt

Sind Beobachtungsrichtung und Bewegungsrichtung zueinander orthogonal, so erhalten wir,
mit ¢’ = 7,

V=uvy1-p2<v.

In der nichtrelativistischen Mechanik tritt dieser Effekt nicht auf.

Es gilt
Vvl — 162)
2 )
wenn 5 < 1.

Ferner erhalten wir fiir ¢ die Gleichung
cosp=0.
Setzen wir fiir v die Bahngeschwindigkeit der Erde relativ zur Sonne, so folgt

B~ 107" und ¢ — p ~ 20"
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2.6 Ubungsaufgaben

Ausbreitung von Wellen

Aufgabe 1

Wir betrachten einen Wellentrdger, auf dem sich Transversalwellen nur in z-Richtung ausbrei-
ten konnen. Die Ausbreitung der Wellen erfolgt ungeddmpft. Vor dem Zeitpunkt ¢ = 0 befindet
sich der Wellentridger in Ruhe. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt die sinusformige Auslenkung
im Koordinatenursprung mit Ausbreitung in positiver z-Richtung. Die Amplitude der Auslen-
kung betridgt 3,0 cm. Nach 1, 5 s ist die Auslenkung im Ursprung zum ersten Mal maximal. Zu
diesem Zeitpunkt beginnt der Wellentrdger bei z = 0,4 m zu schwingen.

a) Bestimmen Sie die Wellenlidnge, die Schwingungsdauer und die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit (Phasengeschwindigkeit) der Welle.

b) Bestimmen Sie die Kreisfrequenz und die (Kreis-) Wellenzahl. Geben Sie die Gleichung
der beschriebenen Welle an.

c) Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem die Welle bei z = 3,5 m zum ersten Malum 1, 1 cm
ausgelenkt wird.

d) Zeichnen Sie das Bild der Welle zum Zeitpunkt { = 3sfir 0 < x < .

Aufgabe 2
Eine beidseitig eingespannte Geigensaite der Linge [ = 33 ¢m soll durch Vergleich mit dem
Ton einer Stimmgabel mit der Schwingungsfrequenz 440 H z auf den Kammerton, das einge-
strichene a, gestimmt werden. Die Saite hat einen Durchmesser von 0, 5 mm. Das Material der
Saite hat eine Dichte von 7,58 g/cm?. Der Grundton einer Saite entspricht einer Schwingung
mit A = 2[.

a) Mit welcher Spannkraft muss die Saite eingespannt werden, damit der Grundton bei der-
selben Frequenz wie die Stimmgabel schwingt?

b) Die Spannkraft wurde in einem ersten Versuch nicht exakt eingestellt. Daher beobachtet
man bei einer Uberlagerung der Tone der Saite und der Stimmgabel eine Schwebung mit
der Frequenz v = 2 H z. Die Schwebungsfrequenz nimmt zu, wenn die Spannkraft erhoht
wird. Mit welcher Frequenz schwingt die Saite?
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Aufgabe 3

Auf einem langen Seil wird eine Transversalwelle erzeugt, indem ein Seilende sinusformig mit
der Frequenz 5 H z und der Amplitude 20 cm hin- und herbewegt wird. Die Spannkraft des Seils
betriigt ' = 100 N. Der Seildurchmesser ist d = 10 mm. Die Dichte betrigt p = 1,5 kg/dm3.

a) Wie grof} ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ der Welle?
b) Welche Wellenldnge A tritt auf?

c) Wie lautet die Gleichung der Welle, wenn zur Zeit ¢ = 0 am Ort x = 0 die Auslenkung
u© = 0 und die Geschwindigkeit v < 0 ist?
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Stehende Wellen

Aufgabe 4

Zur Untersuchung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Seilwelle wird ein Gummischlauch
an seinem einen Ende befestigt und am anderen Ende mit einer Frequenz von 4 s~! zu Wellen
angeregt. Aus der angeregten und der am festen Ende reflektierten Welle setzt sich eine stehende
Welle zusammen, bei der die Entfernung zweier aufeinander folgender Knoten 1, 15 m betrégt.

a) Berechnen Sie die Fortpflanzungsgeschwindigkeit.

b) Dann wird ein Teil des Gummischlauches mit Sand gefiillt, so dass dort seine langenbe-
zogene Masse viermal so grof} ist wie im leeren Teil des Schlauches. Wie grof} sind dann
die Knotenabstinde im gefiillten Teil, wenn sie im leeren die unverdnderte Linge 1,15 m
haben ?

Aufgabe 5

Eine Saite der Linge [ = 1,0m ist an beiden Enden eingespannt. Wird eine Saite mit einer
Frequenz 600 H z angeregt, so befinden sich, zuitzlich zu den Endpunkten, drei Knoten entlang
der Saite.

a) Berechnen Sie die Wellenldnge und die Phasengeschwindigkeit der Schwingung.

b) Bestimmen Sie die Frequenz der Grundschwingung.

Aufgabe 6

Sie empfangen im Autoradio Wellen eines Senders, der sich genau hinter Ihrem Auto befindet.
Vor einer roten Ampel steht ein Lastwagen mit einem grolen metallischen Aufbau. Wenn Ihr
Fahrzeug an manchen Stellen hinter dem Lastwagen zum Stehen kommt, horen Sie statt der
Radiosendung lediglich Rauschen.

a) Erldutern Sie die Ursache dieses Effekts.

b) Wie grof} ist der minimale Abstand zwischen zwei Rauschmaxima, wenn die Empfangs-
frequenz 102, 7 M H = betragt?

c) Das Rauschen ldsst sich mittels ,,receiver diversity” verringern. Hierbei wird beispiels-
weise das von zwei Antennen empfangene Signal genutzt, welches das bessere Signal-
Rausch-Verhiltnis besitzt. In welchem Abstand in Langsrichtung sollten die Antennen
angebracht sein, damit hinter dem Lastwagen ein guter Empfang, unabhéngig vom jewei-
ligen Abstand, erreicht wird?
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Aufgabe 7
Ein stabformiger Quarzkristall mit zwei freien Enden schwingt in longitudinaler Richtung. Die
Frequenz der dritten Oberschwingung betragt 10, 6 M H z. Weiterhin gilt:
Elastizititsmodul E = 75 - 10° 25, Dichte p = 2, 65 4.
a) Skizzieren Sie die Amplitudenfunktion A = A(z) in Abhédngigkeit von der Ortskoordina-

te x entlang des Stabes fiir die Grundschwingung und die ersten drei Oberschwingungen
zu einem Zeitpunkt maximaler Auslenkung.

b) Bestimmen Sie die Lange des Quarzstabes.

Aufgabe 8

Im Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt gleichzeitig in A und B (AB = 70 cm) die Erregung von lon-
gitudinalen Kugelwellen. Die von A ausgehende Welle hat die Frequenz 2,5 Hz und in 1 cm
Entfernung von A die Amplitude 5 cm. Die von B ausgehende Welle hat die Frequenz 2 H z und
in 1 ¢cm von B die Amplitude 2 cm. Beide Wellen breiten sich mit der Geschwindigkeit 10 cm/s
aus. In welchem Punkt der Verbindungslinie AB haben die Wellen die gleiche Amplitude? Stel-
len Sie die Funktion fiir die Zeitabhingigkeit der Gesamtanregung in diesem Punkt auf. Zeigen
Sie, dass sie als eine Schwingung mit der Frequenz 2, 25 H z aufgefaft werden kann, die mit
einer Schwebung der Frequenz 0, 5 H z iiberlagert ist.
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Beugung und Interferenz

Aufgabe 9

In einem Medium betrigt die Ausbreitungsgeschwindigkeit elastischer Wellen 700 m/s. In wel-
chem Mindestabstand miissen zwei gleichphasige Sender fiir elastische Wellen mit der Fre-
quenz 7,0 kH z angebracht werden, damit in groler Entfernung von den Sendern das erste
Intensitdtsminimum unter einem Winkel von 30° bezogen auf die Mittelsenkrechte der Ver-
bindungslinie der beiden Sender beobachtet wird?

Aufgabe 10
Eine DVD mit 1350 Linien/mm werde mit Licht der Wellenldnge 632, 8 nm bestrahlt.

a) Berechnen Sie die Winkel, unter denen ein Beugungsmaximum zu beobachten ist.

b) Unter welchen Winkeln werden die Beugungsmaxima beobachtet, wenn an Stelle der
DVD eine CD mit 625 Linien/mm verwendet wird?

Aufgabe 11
Auf einen Spalt trifft rotes Licht mit einer Wellenldnge von 633 nm und griines Licht unbe-
kannter Wellenlédnge.

a) Welche Wellenldnge hat das griine Licht, wenn das 6te Minimum des griinen Lichtes mit
dem 5Sten Minimum des roten Lichts zusammenfallt?

b) Wie breit muss der Spalt mindestens sein, damit 5 Minima des roten Lichtes zu beobach-
ten sind?



TH Niirnberg 117

Aufgabe 12

Der Spalt einer Lampe wird durch ein Gitter auf einen Film abgebildet, der auf einem Triger
in Form eines Halbkreises mit einem Radius von 120 cm aufgebracht ist. Nach dem Entwickeln
sieht das Beugungsbild auf dem ebenen Film wie unten abgebildet aus.

a) Ordnen Sie den beobachteten Linien die jeweilige Beugungsordnung zu.
b) Erklédren Sie die Liicken”.

c) Bei einer Wellenlidnge von 579 nm betrdgt der Abstand zwischen den Beugungsmaxima
der 4. Ordnung auf dem Film 1, 158 m. Bestimmen Sie die Gitterkonstante des Beugungs-
gitters.

d) Berechnen Sie die Breite der Einzelspalte des Beugungsgitters.
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Aufgabe 13

Eine ungedampfte ebene Wasserwelle mit Frequenz 3 Hz, Wellenldnge 1,4 cm, Amplitude
0,4 ¢m beginnt sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 von der Linie P P, mit x = 0 aus in positiver -
Richtung auszubreiten, wobei u(x = 0,t = 0) = 0und v(z = 0,¢ = 0) > 0 gelte.

a) Nach welcher Zeit hat die Welle ein Wassermolekiil an der Stelle © = 8, 4 cm erfasst?

b) Mit welcher Geschwindigkeit und in welche Richtung schwingt dieses Molekiil nach
2,287

c) Was dndert sich, wenn zwischen Ausgangswellenfront und dem Punkt () ein Schirm mit
der Offnung A bzw. mit den Offnungen A und B eingefiigt wird?

2,1em

2.8cm
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Dopplereffekt

Aufgabe 14

Die Polizei fahrt mit einer Geschwindigkeit von 120 km/h mit Blaulicht und Sirene hinter
einem groBen LKW, dessen Geschwindigkeit 80 km /h betrigt. Die Sirene erzeugt einen Ton
der Frequenz 520 H z. Die Schallgeschwindigkeit betrage 340 m/s.

a) Welche Frequenz hort der LKW-Fahrer?

b) Ein Teil der Schallwellen werde an der Riickwand des LKW's zum Polizeifahrzeug reflek-
tiert. Welche Frequenz besitzen diese Schallwellen fiir das bewegte System des Polizei-
fahrzeugs? Bestimmen Sie die Schwebungsfrequenz fiir die ausgesandte und reflektierte
Schallwelle.

c¢) Das Polizeifahrzeug kann nicht iiberholen und muss auf 80 km/h abgebremst werden.
Wie grof} ist nun die Frequenzverschiebung?

Aufgabe 15
Am Rande einer kreisformigen Platte mit einem Durchmesser von 1,00 m ist wie abgebildet
ein Schallsender S angebracht, der mit einer Frequenz von 10, 00 £ H z sendet.

o

N

. S
o

Die Platte rotiert mit 60 Umdrehungen pro Minute im Uhrzeigersinn. Ein sehr weit entfernter
Beobachter B bestimmt die Frequenz des Schalls und erkennt, dass diese zeitlich schwankt. Die
Schallgeschwindigkeit betrage 340 “*.

a) Erkldren Sie die Schwankung der Schallfrequenz stichwortartig.
b) Kennzeichnen Sie die Stellen, an denen sich der Sender befindet, wenn

(i) der Beobachter die Frequenz 10, 00 k£ H z misst,
(i1) der Beobachter die grofite Frequenz misst,

(ii1) der Beobachter die kleinste Frequenz misst.

c) Berechnen Sie die kleinste und die groBte Frequenz, die der Beobachter misst.
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Aufgabe 16

Um die Geschwindigkeit einer Rakete zu bestimmen, wird sie von der Startstelle aus mit Ra-
darwellen verfolgt. Sie treffen die Rakete in Flugrichtung und werden von ihr reflektiert. Wird
die ausgesandte Welle mit der (empfangenen und geeignet verstidrkten) reflektierten Welle im
Empfinger iiberlagert, so entsteht eine im Kopthorer wahrnehmbare Schwebungsfrequenz. Wel-
che Geschwindigkeit hat die Rakete, wenn die ausgesandte Welle die Frequenz 300 M H z hat
und die Schwebungsfrequenz 1500 H z betrigt?

Aufgabe 17

Ein Beobachter verfolgt den Flug eines sich in konstanter Hohe bewegenden Uberschallflug-
zeugs. Er hort den Knall 25 s nachdem sich das Flugzeug genau iiber ihm befunden hat. Dabei
sieht er das Flugzeug unter dem Winkel 35° iiber dem Horizont. Die Schallgeschwindigkeit
betrage 340 .

a) Mit welcher Geschwindigkeit fliegt das Flugzeug?

b) In welcher Hohe iiber dem Beobachter bewegt sich das Flugzeug?

Aufgabe 18

Ein Verkehrsflugzeug iiberfliegt eine Flugverkehrskontrollstelle in konstanter Hohe /& mit kon-
stanter Geschwindigkeit v = 900 km/h. Dort wird die Frequenz des Funksenders an Bord
bestimmt, der auf der Frequenz 1143, 500 M H z sendet.

a) Bestimmen Sie die Frequenzverschiebung im System der Flugverkehrskontrollstelle, wenn
sich das Flugzeug genau iiber dieser befindet.

b) Bestimmen Sie die Frequenzen im System der Flugverkehrskontrollstelle, wenn die Si-
gnale vor und nach dem Uberflug aus einem Winkel von 45° gegeniiber der Erdoberfliche
auftreffen.

c) Wie konnen Frequenzverschiebungen relativ genau gemessen werden?
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Aufgabe 19

Zwei Flugzeuge fliegen wie abgebildet unter einem Winkel von 30° aufeinander zu. Die jewei-
ligen Geschwindigkeiten betragen v; = 200m/s bzw. v = 150 m/s. Flugzeug 1 sendet ein
UKW-Signal bei einer Frequenz von 100 M Hz. Wie groB ist die Frequenzverschiebung des
Signals, das von Flugzeug 2 empfangen wird?

[ N

Aufgabe 20
In der abgebildeten Versuchsanordnung dienen als bewegte Lichtquelle sich mit hoher Ge-
schwindigkeit bewegende Atome eines Kanalstrahls.

Interferometer
Spalt eines
Spektrographen

Spiegel

Kanalstrahl

Deren Licht wird sowohl direkt, durch ein Interferometer, als auch indirekt, iiber einen Spiegel
und durch das Interferometer, auf einen Spalt eines Spektrographen abgebildet. Dabei gelte ¢’ =
7 bei der direkten und ¢’ = 0 bei der indirekten Beobachtung. Bei der indirekten Beobachtung
wird die Wellenlidnge

Arot = 4885,18 A,
bei der direkten Beobachtung die Wellenlénge
Abiau = 4836,94 A

gemessen.
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a) Entwickeln Sie die Frequenzen v/ des longitudinalen Dopplereffekts fiir ¢’ = 0 und
¢ = 7 bis zur 2. Ordnung in 5 zum Entwicklungspunkt 5, = 0.

b) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Atome und die Wellenldnge A des Emissions-
spektrums im Ruhesystem.
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2.7 Uberblick zu Wellen

Frequenz, Kreisfrequenz, Periodendauer wie bei Schwingungen

Mit Phasengeschwindigkeit ¢ erhalten wir

1
A=cl =c—.
v
Wellenzahl
21 w
k‘ = — = —
A c

Phasengeschwindigkeit von Longitudinal- und Transversalwellen einer Saite

o =42, e =y =
I p’L oA

Ebene harmonische Wellen
T

)\)JFSOO)

t
u(z,t) = ugsin(w(t F f) + ¢o) = U sin(ZW(T ¥
c
= g sin(wt F kz + o)

Harmonische Kugelwellen

u(r,t) = %o cos(wt F kr + ¢o)
r

Harmonische Kreiswellen fiir Abstinde » > A (ndherungsweise)

u(r,t) = o cos(wt — kr + o)

\/F

Schallwellen

Laplacesche Gleichung fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit
P
c= /7=
p
Geschwindigkeitsamplitude oder (Schallschnelle)
Vo = WU
Druck

p = po + Apyr cos(wt — kx + ¢p)
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mit
2 -1 w
Apyr = wugpk™ = Wiig - = VoCp

akustischer Widerstand (Schallwiderstand)

_ Apu
Vo

Z =cp

Energiedichte und Intensitét ebener elastischer harmonischer Wellen

1
w = §pw2u§
_ 1 1
I =cw= §pw2u§c = §pv§c

Intensitit

punktformiger Schallquellen
I(r) ~r2
linienformigen Schallquellen
I(r) ~ 77!
Bei inkohirenter Uberlagerung gilt
lyes = 1) + Iy
bei kohirenter Uberlagerung gilt
Apnsges = Apari + Apara

Reflexion von Schallwellen

Transmissionskoeffizient

1
T =2
Iy
B YAV
 (Z1+ Zy)?
Reflexionskoeffizient
R = [—61
Io
AR

1+ Zy

124



TH Niirnberg

Interferenz
Interferenz zweier harmonischer Wellen mit
uy(z,t) = upq sin(wt — kx + 1)
und
us(z,t) = ug o sin(wt — kx + o)
Gangunterschied der Wellen

A:%—S@:)\@l—s@g
k 21

e Addition der Amplituden (konstruktive Interferenz) bei

A =nA, n €Ny (Phasendifferenz 0)
e Differenz der Amplituden bei

A
A= (2n+ 1)5 , n € Ny (Phasendifferenz )

Fiir die Interferenz zweier harmonischer Wellen mit
uy(z,t) = ug sin(kyx — wyt)
und
ug(x,t) = ug sin(kox — wot)
gilt
u(z,t) = uy(x,t) + ug(z,t) = Ay(z,t) - sin(kxr — wt)

wobel

YAV 5 A
Ag(z,t) := 2ug COS(Tﬂf — th)

und

I%'_kl—i‘kg w._wl—i-wQ
= 5 R = 5

sowie

Ak:zkl—kg, Aw::wl—wQ.
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Stehende Wellen
Der Abstand benachbarter Schwingungsbiduche bzw. -knoten betréigt %
Eigenfrequenzen

e bei festen Enden

e bei einem festen und einem freien Ende
c

l/n:(2n—1)4l,

wobei n € N.

Lichtbeugung

Einfachspalt: Minima

sinﬁk:%, ke N.

Beugungsgitter
e Minima (I. Klasse)

sinﬁl:l-%, leN,

e Minima (II. Klasse)

>

)

, mEN(),

N —

sint,, = (m+
e Maxima (II. Klasse), (Hauptmaxima)

sind, =n—, n €Ny,

d

falls dort kein Minimum I. Klasse liegt
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Lichtbrechung

Brechungsgesetz von Snellius

sina ng c1

sinf  n; ¢y
Totalreflexion

. no
sinag = — < 1.
ni

Dopplereffekt

e akustischer Dopplereffekt

— Quelle bewegt sich auf den Beobachter zu, Beobachter bewegt sich auf die Quelle
zu:

c+vp
c c—vg

— Quelle bewegt sich auf den Beobachter zu, Beobachter entfernt sich von Quelle:

UB
VB:VQ(l—?):Vé(l—?):VOC_UQ

C —Up

— Quelle entfernt sich von Beobachter, Beobachter bewegt sich auf die Quelle zu:

UB c+ uB
== A 1 — ) = ~ 1 —_— =
VB DQ( + c) UB( + c) I/Oc+vQ

— Quelle entfernt sich von Beobachter, Beobachter entfernt sich von Quelle:

B C —URp
vg=vs(l——)=vs(l——) =y
B Q( c) B< c Oc+vQ

Anmerkung: Ist o der Winkel zwischen U_Q> und Q@ , so gilt

UQ” = UQ - COS(x.

e optischer Dopplereffekt

, 1—[Bcosp
V—

Ry
VI

g :Vl—l—ﬁcosgo’



TH Niirnberg

— longitudinaler Doppler-Effekt (Bewegung entlang der Verbindungslinie)

Falls sich Beobachter und Quelle voneinander entfernen

Vo =v- 1- 5

1+

fir p < 1
/ 1 2
v zu(l—ﬁ—i—ﬁﬂ)

Falls sich Beobachter und Quelle anndhern

f_,V1-5

vV = =5

fiir f < 1

Vo y(l—{—ﬁ—l—%ﬁg)

128

— transversaler Doppler-Effekt (Beobachtungsrichtung und Bewegungsrichtung sind

zueinander orthogonal)

vV =vy/1— 32
fiir 6 < 1

1
Vav(l— §ﬁ2)
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3 Elektromagnetische Wellen

3.1 Das Spektrum elektromagnetischer Wellen

Zu den elektromagnetischen Wellen gehoren beispielsweise Funkwellen, die Infrarot-Strahlung,
das sichtbare Licht, die Ultraviolett-Strahlung, die Rontgenstrahlung und die ~y-Strahlung.

sichtbares

Infrarot- Licht - yv-
strahlung Siraiung ROTIgenstahlung  Gammastahlung
:

Radiowellen Mikrowellen

t t t t
310° 3107 3107 310" 3107 m

Abbildung 3.1 Das elektromagnetische Spektrum

Fiir Frequenz und Wellenldnge gilt
AV =c.
Abhingig vom Frequenzbereich gibt es folgende Quellen und Nachweismoglichkeiten:

Funkwellen elektronische Schaltungen, Antennen
IR, sichtbares Licht  Temperaturstrahlung, Lumineszenz
sichtbares Licht, UV elektronische Uberginge in Atomen
Rontgenstrahlung beschleunigte Elektronen
~v-Strahlung Kernprozesse
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3.2 Die Maxwell-Gleichungen

Die Maxwellschen Feldgleichungen bestehen aus den Gesetzen von

e Coulomb
divD = p,
e Ampere-Maxwell

- 9D -
ot H=—+7,

ot
e Faraday
. 0B
tE=———
© ot

e und dem Gesetz von der Divergenzfreiheit des B-Feldes
div B =0,

Fiir ein beschriinktes Gebiet im R? mit einer endlichen Anzahl von Zusammenhangskomponen-
ten und geeignetem Rand lassen sich diese Gleichungen auch in integraler Form angeben:
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Der Verschiebungsstrom

Maxwell erginzte Amperes Gesetz um den Verschiebungsstrom. Die Veschiebungsstromdichte
betragt

0D
ot

Damit wurde die Amperesche Gleichung

Jo

rot H=7

mit der Leitungsstromdichte j’um die Verschiebungsstromdichte ergénzt. Diese Gleichung lau-
tet

rotﬁ:jv—l—j.

Betrachten wir Lade- und Entladevorginge eines Kondensators, so zeigt sich, dass Maxwells
Verschiebungsstrom

e durch eine zeitliche Anderung des elektrischen Feldes bewirkt

e und, ebenso wie ein Leitungsstrom, Ursache eines Magnetfeldes ist.

Die Maxwellschen Gleichungen zeigen, dass
e cin zeitlich variierendes elektrisches Feld ein magnetisches Wirbelfeld erzeugt und

e cin zeitlich variierendes Magnetfeld ein elektrisches Wirbelfeld erzeugt.

3.3 Elektromagnetische Wellen

Setzen wir voraus, dass p = 0 und 7 = 0und e und w4 rdumlich konstant sind, so nehmen die
Maxwell Gleichungen folgende Gestalt an

4 . 0B
\Y , TO + En ,

< - dD
divB=0, rotH—a—:O.
ot
Zusitzlich gilt in linearen, isotropen Medien
ﬁ = EEOE

und

B = Mtoﬁ'
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Sind E und B hinreichend differenzierbar, so konnen wir den div-Operator auf die beiden "rot-
Gleichungen” anwenden und die Eigenschaft

A = grad div ¥ — rot rot @

nutzen. Damit erhalten wir die Wellengleichungen

2

AE —¢2 aatlj =0
und

2

AB — 02%—5 =0,

wobei
1
c=

die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist.

Nehmen wir an, dass das Gebiet, in dem sich die elektromagnetische Welle ausbreitet, in jeder
Richtung unbegrenzt ist, so konnen wir von Randwerten an die Felder absehen.

Lassen wir auch Anfangswerte auller Acht, so erhalten wir als Losungen des Problems die
harmonischen Wellenfunktionen

E(Ft) = EO RICES)
und
B(7,t) = Bye'kr=en)

Dabei ist & der Wellenzahlvektor mit

—»_27T

k
F ==

und & weist in Richtung der Wellenausbreitung.
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Betrachten wir die Felder komponentenweise, so konnen wir die Ausbreitung einer ebenen
linear polarisierten Welle und die zugehorige Oszillation der Felder folgendermalen darstellen:

Abbildung 3.2 Linear polarisierte elektromagnetische Welle

Die ebene harmonische elektromagnetische Welle soll sich in z-Richtung ausbreiten und das
elektrische Feld die Form

E = Eysin(wt — kz) = Eysin(w(t — z))
c

besitzen.

Die Anderung des elektrischen Feldes verursacht ein Magnetfeld B, das sich ebenfalls harmo-
nisch in Abhéngigkeit von ¢ — £ éndert.

Die Anderung dieses Magnetfeldes ruft wiederum ein elektrisches Feld hervor.

Nach den Maxwellschen Gleichungen zeigt sich:

e Elektromagnetische Wellen sind transversal, da im ladungfreien Raum keine Feldquellen
oder -senken existieren.

e Die Felder £ und B sind zueinander orthogonal, da der Verschiebungsstrom maximal in
einem geeignet gewdhlten Stromkreis ist, wenn dieser senkrecht zu £ steht und dann,
wegen

— a —

Hds=— | Dda
fias—4 [Daa,
C S

auch H maximal sein muss.

e [ und H sind in Phase, da der Verschiebungsstrom max1mal in einem geeignet gewihlten
Stromkreis ist, wenn er von einem Maximum von E bis zum nichsten Minimum von £
reicht.
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e Zwischen den Amplituden des E-Feldes und des H-Feldes besteht folgender Zusammen-
hang:

HO — €€pC EO
und
Eo = ppoc Hy -

Im Vakuum breiten sich elektromagnetische Wellen mit der Geschwindigkeit

=3. 108T
€olto S

Cop =

aus.

In Materie betrigt die Ausbreitungsgeschwindigkeit

Co
NG

Im Falle von ;1 = 1 erhalten wir die Maxwell-Relation

n="2= .
c

C =

Waihrend sich bei linear polarisierten elektromagnetischen Wellen die Schwingungsrichtung
von F und B nicht verdndert, dreht sich die jeweilige Schwingungsrichtung bei elliptisch und
zirkular polarisierten Wellen.

D)

o

Abbildung 3.3 E}, fiir eine elliptisch polarisierte Welle
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In natiirlichem Licht, wie es beispielsweise ein gliihender Korper aussendet,
e sind die verschiedenen Polarisationsrichtungen regellos vertreten und das Licht wird als

unpolarisiert bezeichnet,

e sind die Wellenziige nicht kohdrent und das Licht enthilt viele regellos und rasch aufein-
anderfolgende Wellengruppen, da an der Emission eine groe Zahl von Atomen beteiligt
ist und die Emissionsdauer sehr kurz ist.

Zwei ebene harmonische elektromagnetische Wellen gleicher linearer Polarisierung, gleicher
Frequenz und gleicher Wellenlidnge werden als kohdrent bezeichnet, wenn die Differenz ihrer
Nullphasen konstant ist.

Die Kohdrenzlinge eines Wellenzuges ist durch die Linge des Wellenzuges begrenzt. Zumal
die mittlere Dauer der Lichtemission bei isolierten Atomen im Bereich 10~%s liegt, betriigt die
Kohirenzlinge des natiirlichen Lichts wenige Meter.

3.4 Energiedichte und Energiestrom

Mit Hilfe des Ampere-Maxwell-Gesetzes lédsst sich folgende Kontinuitédtsgleichung fiir die Ener-
gie herleiten:

0 . Lo
a—zj—kdivS: jE.
Dabei wird

e die Energiedichte des Elektromagnetischen Feldes definiert durch
1

wzé(ﬁ-5+§~ﬁ)
e der Poynting-Vektor definiert durch
S=ExH
e und das Gebietsintegral von j E als mechanische Leistung verstanden.

Eine ebene, ungedimpfte Welle hat die Energiedichte

1
w = §(ED + HB) = €€0E2 = lLL/l,QHz

und die Energiestromdichte
S=|S|=FH=cw.
Die Intensitit [ ist der Zeitmittelwert von S, d.h.

1 1 1
I =cw= °r /w(t) dt = §ceeoE§ = §c,uu0H§.
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3.5 Der lineare Oszillator

Der Hertzsche Oszillator

Denken wir uns einen Schwingkreis, dessen Kapazitdt und Induktivitidt durch einen linienformi-
gen Leitungsdraht gegeben sind, so erhalten wir einen linearen oder Hertzschen Oszillator. Der
umgebende Raum soll ein Vakuum sein.

-

Abbildung 3.4 Schwingkreis und Hertzscher Oszillator

Strom- und Spannungsverteilung oszillieren, wobei der Phasenabstand beider Schwingungen,
bei rein induktivem Widerstand, 7 betrigt.

—\ (=T

Abbildung 3.5 Stromstérke und Spannung des Hertzschen Oszillators

Im linearen Oszillator bildet sich eine stehende Welle des elektrischen Feldes, deren Wel-
lenldnge doppelt so lang wie der Stab ist.

Diese lisst sich als Uberlagerung zweier Wellen gleicher Amplitude und der Lichtgeschwindig-
keitc =3 - 108% als Phasengeschwindigkeit verstehen.
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Die Schwingungsfrequenz des linearen Oszillators der Léange [ betrigt

c ¢
A2l

Elektrisches und magnetisches Feld eines Hertzschen Oszillators oszillieren und breiten sich
mit der Geschwindigkeit ¢ im Raum aus.

Die Feldlinien 16sen sich folgendermafen vom Hertzschen Dipol:

60
@@@D
{loe]

Abbildung 3.6 Das elektrische und magnetische Feld eines Hertzschen Oszillators

Da im Oszillator
e das maximale Magnetfeld bei maximalem Strom auftritt und

e diese hier um 7 gegen die Zeitpunkte maximalen elektrischen Feldes (oder elektrischen
Dipolmomentes) verschoben auftreten,

sind, im Nahbereich des Oszillators, beide Felder riumlich getrennt.

In Abstinden vom Oszillator, die grofl im Vergleich zu A sind,
e oszillieren elektrisches und magnetisches Feld hingegen in Phase,
e sind zueinander orthogonal und

e bilden eine ebene elektromagnetische Welle.
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Die Abstrahlcharakteristik eines Hertzschen Dipols, gegeben durch den Poynting-Vektor
S=ExH,

ist in folgender Abbildung dargestellt:

Abbildung 3.7 Das Strahlungsdiagramm des Hertzschen Oszillators

Der Poynting-Vektor S weist hier radial nach auBen.
Die GroBe S = |§ | ist die Energiestromdichte. Es zeigt sich, dass sich S

e zum Abstand r vom Dipolmittelpunkt gemal3

S ~ 2
e zum Winkel ¥ gemal
S ~ sin? 9
e und zur Kreisfrequenz w des Oszillators gemif

S ~ W

verhalt.
Eine genaue Rechnung zeigt, dass

pPwt sin? 9

drepc® 12

9

wobei das elektrische Dipolmoment p = e ist.

138
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Der Wirkungsgrad n eines Hertzschen Dipols zeigt folgendes Verhalten:
n~ AT

da fiir die Joule-Leistung P
P~w

gilt.

Das genaue Resultat lautet

— h3

wobei h die Antennenhdhe bezeichnet und h < % vorausgesetzt sei.

Wiirde eine Rundfunksendung beispielsweise mit 200 H z, statt moduliert mit einer Tragerwelle
einer Frequenz iiber 100k H z, gesendet, so wire eine Ubertragung bei iiblichen Entfernungen
und Leistungsdaten nicht moglich.

Da wir auch die Luftmolekiile als Hertzsche Oszillatoren auffassen konnen, zeigt das Verhalten
S ~wh,

zusammen mit weiteren Uberlegungen, dass das Streulicht wesentlich mehr Blau als Rot enthilt
und der Tageshimmel blau ist. Wesentlich hierbei ist auch, dass die Molekiile der Atmosphére
nicht wie ein Gitter mit Molekiilen im Abstand A\/2 angeordnet sind. Ferner betrachten wir das
Sonnenlicht als Uberlagerung zweier linear polarisierter elektromagnetischer Wellen, wobei die
eine in der Ebene mit den Punkten S, O und B schwingt und die zweite senkrecht hierzu. Die
Schwingungsrichtung der Dipole ist in folgender Abbildung eingezeichnet.

Abbildung 3.8 Das Blau des Tageshimmels als Streulicht

Das Streulicht wird demnach eine Abstrahlcharakteristik gemaf

1+cosp
— W

S ~

’
aufweisen.
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3.6 Wechselwirkung elektromagnetischer Wellen mit Materie
3.6.1 Die Quantenzahlen von Elektronen der Atombhiille

Die Zustand eines Hiillenelektrons wird charakterisiert durch folgende Quantenzahlen:

Hauptquantenzahl n n=12,..

(K—, L—, ... Schale)
Neben- oder Drehimpulsquantenzahl [ [ =0,1,2,3,.....n —1

(s—, p—, d—, f— Elektronen)
magnetische Quantenzahl m m=—0,—l+1,..,0,...,0 —1,1
Spinquantenzahl s s+ %

Die Elektronen werden beispielsweise beschrieben anhand der Lésungen v der Schrodinger-
gleichung. Mittels v ldsst sich deren Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmen.

Doch bereits mit Hilfe von Niels Bohrs Atommodell (1913) liel sich das H-Linienspektrum
erklédren.

Bohr ging davon aus, dass

e stationdre Energiezustinde mit Energiewerten W) existieren, in denen das Atom nicht
strahlt,

e Strahlung nur beim Ubergang zwischen zwei Energiezustinden auftritt und diese die
Energie

hv =Wy — W;, wobei h : Plancksches Wirkungsquantum
besitzt und

e fiir den Drehimpuls L der Elektronen die Bedingung
h .
L=n— wobein € N,
2m
gilt.
Bohr interpretierte die Elektronenzustinde als Bewegungen der Elektronen auf Kreisbahnen.

Nach Bohr betrigt die Gesamtenergie des Elektrons der Masse m auf der Bahn n

me* 1
8e2h? n?

W, =

und die Frequenz v der, beim Ubergang von Bahn n, zu Bahn n; emittierten Strahlung

Wy =W, omet 101

g T saw e T m)
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Der Aufbau der Elektronenhiille geniigt

e dem Pauli-Prinzip, das besagt, dass sich zwei Elektronen eines Atoms in zumindest einer
Quantenzahl unterscheiden miissen und

e der Regel, dass von zwei moglichen Zustidnden der energetisch giinstigere angenommen
wird.

3.6.2 Das Photon

Einstein konnte 1905 durch seine Deutung des duBleren Photoeffekts die Beobachtung von W.
Hallwachs (1888), dass

e die Energie der aus einer negativ geladenen Metallplatte austretenden Elektronen nur von
der Frequenz des Lichtes und

e ihre Anzahl nur von der Intensitdt des Lichtes abhéngt,

erklaren.

Ist die Wellenldnge des Lichts hinreichend klein, so treten aus einer Metalloberfliche Elektro-
nen aus.

Deren kinetische Energie IV ldsst sich beispielsweise durch eine Gegenspannung messen.

+

Abbildung 3.9 Photozelle zur Messung der Lichtintentsitét

Die Einstein-Gleichung
W =hv — WO

zeigt, dass die kinetische Energie der Elektronen mit der Frequenz des Lichtes zunimmt. W, ist
die Arbeit, die fiir die Losung der Elektronen von der Metalloberfliche notwendig ist.

Nach der Hypothese, dass Lichts eine elektromagnetische Welle ist, wiirde sich die Energie mit
der Lichtintensitit erhohen.
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Nach der Planckschen Hypothese hingegen, besteht Licht der Frequenz v aus Photonen der
Energie hv.

3.6.3 Die Hohlraumstrahlung und das Plancksche Strahlungsgesetz

Der Absorptionsgrad « ist definiert als Verhéltnis der absorbierten zur auftreffenden Strahlungs-
leistung, der Reflexionsgrad p als das Verhiltnis der reflektierten zur auftreffenden Strahlungs-
leistung und der Transmissionsgrad T als das Verhiltnis der transmittierten zur auftreffenden
Strahlungsleistung. Nach dem Energieerhaltungssatz gilt daher

av) +p) +7(v)=1.

Das Lambert-Gesetz

Die Strahlungsdichte B vollkommen rauher, diffus reflektierender Flichen oder die schwarzer
Korper ist unabhéngig vom Winkel ¢} zwischen Flichennormalen und Beobachtungsrichtung.
Da die Strahlungsdichte durch

J
B:=——
Acos?’

mit der Strahlungsstirke J

0
J=g

dem Strahlungsfluss, d. h. der Strahlungsleistung ¢, dem Raumwinkel {2 und dem Fldchenele-
ment A der abstrahlenden Flidche definiert ist, gilt hier

J(¥) = BoAcos?,
wobei By unabhingig von 1 ist. Dieses Proportionalitit zu cos ¢ formulierte Lambert im Jahre
1760 und wird daher als das Lambertsche Cosinusgesetz bezeichnet.
Das Kirchhoffsche Strahlungsgesetz

Das Verhiltnis der Strahlungsdichte B zum Absorptionsgrad « eines beliebigen Temperatur-
strahlers ist gleich der Strahlungsdichte B; eines schwarzen Korpers der gleichen Temperatur.

Bei fester Frequenz und Temperatur ist der spektrale Emissionsgrad ¢(v,T') eines beliebigen
Korpers gleich seinem spektralen Absorptionsgrad «(v, T') und es gilt fiir die spektrale Strah-
lungsdichte

B(v,T) = €(v, T)Bs(v,T)
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sowie

B(v,T) = a(v,T)Bs(v,T).

Das Plancksche Strahlungsgesetz

Um die empirischen Ergebnisse zur Energieverteilung der schwarzen Strahlung zu erkléren,
stellte Max Planck 1900 eine der klassischen Physik widersprechende Annahme vor. Diese
Hypothese besagt, dass

ein strahlendes System Energie nicht kontinuierlich an ein Strahlungsfeld abgeben
kann, sondern nur in ganzzahligen Vielfachen des Energiequantums Auv.

Nach Planck geniigt die spektrale Energiedichte p(v,T) = ps(v,T) der Hohlraumstrahlung, im
thermischen Gleichgewicht und fiir feste Polarisationsrichtung, dem Gesetz

4th 13

- .
3 err —1

pv,T) =

In folgender Abbildung ist p als Funktion p = p(v), parametrisiert fiir 7', dargestellt:

p(v,T)

A
10 " Jsm™®

8000 K

/6000 K

/4000 K ;

i \\ \\\

J2000K N

v
R ITHE w 107!

Abbildung 3.10 Die spektrale Energiedichte p(v, T)
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Einsteins Herleitung des Planckschen Strahlungsgesetzes

Werden Atome durch die Absorption der Energie hv angeregt, so ist das Verhiltnis der Teil-
chenzahldichte n der nicht-angeregten Atome zu der Teilchenzahldichte n* der angeregten
Atome im thermischen Gleichgewicht durch die Boltzmann-Verteilung

*

n _hv

— = € kT

)
bestimmt.

Neben den beiden bekannten Prozessen, der Absorption und der spontanten Emission, stellt
Einstein einen weiteren Prozess vor, der als erzwungene oder stimulierte Emission bezeichnet
wird, und als ein zur Absorption inverser Vorgang betrachtet werden kann.

Im Gleichgewicht ist die Haufigkeit der Absorptionen von Photonen der Energie hv gleich der
Héufigkeit der entsprechenden Emissionen.

Folgende Prozesse tragen dabei zum Energieaustausch zwischen Atomen und Photonen bei:
e Absorptionen, wobei deren Hiufigkeit proportional zu ng und p(v, T) ist,
e spontane Emissionen, wobei deren Haufigkeit proportional zu n* ist,
o stimulierte Emissionen, wobei deren Haufigkeit proportional zu n* und p(v, T') ist.

Wechselwirkungen mit elektromagnetischen Wellen der Energie hv konnen auftreten, wenn die
Energie gleich der Differenz im Energieniveau A E zu einem freien Quantenzustand ist.

| i Tl

.

Absorption spontane stimulierte
Emission Emission

Abbildung 3.11 Wechselwirkungen mit dem Strahlungsfeld
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Anmerkung

Der Prozess der erzwungenen Emission ist notwendig fiir die Wirkungsweise des Lasers (Light
Amplification by Stimulated Emission of Radiation) und Masers (Microwave Amplification by
Stimulated Emission of Radiation). Zusétzlich muss, bei zwei Niveaus, der angeregte Zustand
stirker besetzt sein als der Grundzustand.

Das Stefan-Boltzmann-Gesetz

Die spezifische Ausstrahlung R, definiert durch

¢
A Y
lasst sich (nach Beriicksichtigung beider Polarisationsrichtungen und Mittelung {iber den Win-

kel ¥ zwischen Einfallsrichtung und Polarisationsrichtung) durch

[e.e]

R = g/p(l/,T)dl/
0
bestimmen. Somit folgt
c oo47rh V3 2 kAT T 3
R=- [ — dv = — d
2 3 et —1 T e /ef—lx
0 0
2715 k*
T i 567-107 Tt

15 c2h? m2 K4
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3.7 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

AuBerhalb der Erdatmosphire wird eine Sonnenintensitéit von 1, 36 kW /m? und ein Maximum
der spektralen Energiestromdichte bei einer Frequenz von 3, 4 - 10'* Hz gemessen. Die mittlere
Entfernung der Erde von Sonne betrigt 1,496 - 10! m.

a) Berechnen Sie die Temperatur auf der Sonnenoberfliche und die Strahlungsleistung der
Sonne — unter der Annahme, dass die Sonne isotrop in alle Richtungen abstrahlt und der
Emissionsgrad 1 betrégt.

b) Bestimmen Sie den Sonnenradius und vergleichen Sie diesen mit dem Literaturwert von
6,964 - 108 m.

c) Berechnen Sie die Gesamtleistung der Sonnenstrahlung, die die Erdoberflache trifft. Neh-
men Sie dabei an, dass die Sonne eine kreisformige Scheibe mit dem Erdradius von
6370 km gleichméBig bestrahlt und ca. 30% der Sonnenstrahlung durch Riickstreuung
im Bereich der Atmosphire und Reflexion an den Wolken verloren gehen.

d) Nehmen Sie an, dass thermisches Gleichgewicht vorliegt, die Temperaturverteilung auf
der Erde konstant ist, die Temperatur des umgebenden Weltalls O K betrdgt und der Emis-
sionsgrad im infraroten Wellenldngenbereich gleich 0, 96 ist. Welche Temperatur wiirde
sich dann auf der Erde einstellen?

Hinweis: Beachten Sie, dass die Erde iiber die gesamte Kugeloberflidche Energie abstrahlt.

Aufgabe 2

Die Gliihwendel einer Gliihbirne besitzte einen Emissionsgrad von 0, 35 und eine Oberfldche
von 0,72 cm?. Sie erzeugt eine kugelsymmetrische Strahlung, die in 1,0m Entfernung eine
Intensitét von 8,0 1V/m? aufweist.

a) Welche Strahlungsleistung erzeugt diese Gliihbirne?
b) Welche Temperatur hat die Wendel?

c) Bei welcher Temperatur liegt das Maximum der emittierten Strahlung?
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Aufgabe 3
a) Leiten Sie aus dem Planckschen Strahlungsgesetz den Wert v,,, her, an dem das Maximum
der Strahlungsdichte p(.,7T) eines Hohlraumstahlers liegt und bestimmen Sie den Wert
der maximalen Strahlungsdichte p(v,,, T').

b) Fiir die Sonne gilt v,, = 3,4 - 10'* Hz. Bestimmen Sie die Oberfliichentemperatur der
Sonne.

Aufgabe 4
Ein Hertzscher Oszillator sende, nach einer zusitzlichen Amplitudenmoduation, ein Signal der
Form

U(t) = Up(1 + msin(2nv - t + ¢)) cos(2m1y)

mit v = 200 H z und der Frequenz vy = 600 k H z der Trigerwelle. Der Wirkungsgrad

fiir die Abstrahlung der Trigerwelle sei 10%.
a) Bestimmen Sie die Antennenhohe h.
b) Welchen Wirkungsgrad hitte der Sender, wenn das Signal
U(t) = Uo(1 + msin(2wv - t + )
tibertragen wiirde?

c¢) Vergleichen Sie die radiale Abhingigkeit der Feldstirke £ = F(r) des Fernfeldes mit
der eines statischen Dipols.

Aufgabe 5
Die beobachteten Wellenlidngen A\ des Balmer-Spektrums des Wasserstoffatoms lassen sich sehr
gut mittels

At = const. - (

ﬁ__2)7 mltn? :374757""’
n

2

bestimmen.

a) Geben Sie den Zusammenhang zwischen beobachteten Frequenzen und den Energienive-
aus des Bohrschen Atommodells an und geben Sie den Wert obiger Konstanten an.

b) Bestimmen Sie die Wellenldnge jener Balmer-Spektrallinie, welche die niedrigste Energie
aufweist.
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4 Elektrische Leitfahigkeit von Festkorpern

4.1 Elektrische Leitfahigkeit von Metallen

Typische physikalische Eigenschaften von Metallen

e hohe elektrische Leitfahigkeit

e hohe thermische Leitfdhigkeit

e Undurchsichtigkeit, Reflexion und Glanz
e gute Verformbarkeit

e [ egierbarkeit

Beispiele: Na, Cu, Au, Ag, Ni, Fe, Al
Metalle sind dadurch gekennzeichnet, dass sie leicht Elektronen abgeben. Die Ionisierungsener-
gie ihrer Valenzelektronen ist gering.

Die hohe elektrische Leitfihigkeit, Warmeleitfahigkeit, Undurchsichtigkeit, Reflexion und der
metallische Glanz werden durch die geringe Ionisierungsenergie der Valenzelektronen verur-
sacht.

4.1.1 Elektrische Leitfihigkeit und Warmeleitfahigkeit

Das Ohmsche Gesetz

Bei vielen wichtigen Leitern sind Strom und Spannung proportional.
Der Proportionalititsfaktor heil3t Leitwert, dessen Kehrwert heillt Widerstand R:

=7

Bei einem homogenen Ohmschen Widerstand ist der Widerstandswert R proportional zur Linge
[ und umgekehrt proportional zum Querschnitt A des Leiters:

pl
R==—.
A
p heilt spezifischer Widerstand. Dessen Kehrwert

wird elektrische Leitfihigkeit genannt.
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Das Gesetz von Wiedmann-Franz

Nach dem Gesetz von Wiedemann-Franz gilt fiir das Verhiltnis von Wirmeleitfahigkeit A und
elektrischer Leitfahigkeit o

A B 3k?
o e’
Dabei ist £ die Boltzmann-Konstante.

Elektrische Leitfahigkeit und Wirmeleitfihigkeit von Metallen beruhen auf dem gleichen Me-
chanismus, nimlich der Beweglichkeit der freien Leitungselektronen.

4.1.2 Die Drude-Lorentz-Theorie

P. Drude und H.A. Lorentz nahmen an, dass die Valenzelektronen im Kristallverband des Me-
talls nicht mehr bestimmten Atomen angehdren, sondern sich als Gas freier Elektronen durch
das Gitter der Ionen bewegen.

Die Theorie erklért vieles gut, bietet aber nur eine nur unvollkommene Beschreibung.
e So kann das Ohm- und das Wiedemann-Franz-Gesetz mit der Theorie gedeutet werden.

e Allerdings miisste ein freies Elektronengas eine kinetische Energie

3

haben, was aber nicht mit den Messungen iibereinstimmt.

4.2 Energiebinder

Elektronen sind Fermionen, die in einem Kristall einer deutlichen Impulsunschérfe unterliegen.
Das fiihrt zum Auftreten von Energiebdndern.

Dabei besteht eine Wechselwirkung zwischen Elektronen und Ionengitter. Das verursacht eine
Aufspaltung der Energieniveaus in Energiebédnder.

Die Besetzung der Energieniveaus in den Bindern mit Elektronen erfolgt so, dass die Gesamt-
energie minimal ist.

Das hochste vollbesetzte Band heilit Valenzband. Elektrische Leitfdahigkeit erfordert bewegli-
che Ladungstriger. Daher miissen Elektronen ein unbesetztes und erreichbares Energieniveau
finden.

In voll besetzten Energiebidndern ist hingegen kein Ladungstransport moglich.
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Auf das Valenzband folgt ein nicht vollbesetztes Band, das Leitungsband.

Dazwischen kann eine verbotene Zone, eine sogenannte Energieliicke sein, in der keine Ener-
gieniveaus fiir Elektronen existieren.

Die Anzahl der zur Verfiigung stehenden frei beweglichen Ladungstriger ist abhingig von der
Temperatur.

Die Beweglichkeit hingt ab von
e Gitterschwingungen
e Storungen im Gitteraufbau
e Wechselwirkung der Ladungstriger

Metalle sind durch ein teilweise gefiilltes Leitungsband und eine hohe Konzentration frei be-
weglicher Ladungstriger gekennzeichnet.

a) b) ) d)

Abbildung 4.1 Binderschemata

a) Metall mit einem Valenzelektron (Alkalimetalle)
b) Metall mit zwei Valenzelektronen (Erdalkalimetalle)
c) Halbleiter

d) Isolator
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4.3 Halbleiter

Halbleiter besitzen ein voll besetztes Valenzband und, bei tiefen Temperaturen, ein leeres Lei-
tungsband. Dazwischen liegt die Energieliicke.

Bei tiefen Temperaturen sind Halbleiter Isolatoren.

Bei hoher Temperatur konnen die Valenzelektronen durch die thermische Energie die Ener-
gieliicke liberwinden.

Beispiele: Si, Ge, ZnS, GaAs, SiC, Cu,O

4.3.1 Eigenleitung

Es befinden sich frei bewegliche Elektronen im Leitungsband und daher frei bewegliche Elek-
tronenliicken im Valenzband.

Die Elektronenkonzentration n betrigt

n=n(T)= noe_WkGT_u

Dabei ist
Ng = no(T) ~ T% s

T : absolute Temperatur

1 : chemisches Potential, Fermigrenze

k : Boltzmannkonstante

W¢ : Energieunterschied (Bandabstand) zwischen Leitungs- und Valenzband.

Elektronen konnen thermisch, durch Phonon-Elektron-Wechselwirkung, oder optisch, durch
Photon-Elektron-Wechselwirkung (manchmal unter Beteiligung von Phononen), angeregt wer-
den und das Leitungsband erreichen.

4.3.2 Storstellenleitung

Werden Fremdatome aus einer Nachbargruppe des Periodensystems in das Kristallgitter einge-
baut, so konnen sich Energieniveaus, die in der verbotenen Zone nahe am Leitungs- bzw. nahe
am Valenzband liegen, ergeben.

Weitere Storungen des Idealgitters ergeben sich durch
¢ nichtstochiometrische Zusammensetzungen

e unbesetzte Gitterplitze
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e Zwischengitterteilchen und Versetzungen
e Kiistallgrenzen

e Abweichungen von der Kristallordnung (bis zum amorphen Zustand)

leeres
Leitungsband
Donatoren

Akzeptoren

volles
Valenzband

Abbildung 4.2 Binderschemata von Halbleitern mit
Donator- und Akzeptorniveaus

Donatoren

Fremdatome mit Elektroneniiberschuss in Hinblick auf das Wirtsatom. Sie haben Energienive-
aus nahe dem Leitungsband. Daher konnen Elektronen leicht in das Leitungsband iibergehen.

Akzeptoren

Fremdatome mit Elektronenmangel. Sie haben Energieniveaus nahe dem Valenzband. Daher
konnen Elektronen leicht aus dem Valenzband eingefangen werden.
Die Temperaturabhingigkeit des Halbleiterwiderstandes wird durch

e die Ladungstrigerkonzentration

o die Beweglichkeit der Ladungstriger

bestimmt.

Die Beweglichkeit wird oft durch die Gitterschwingungen beschrinkt. Bei Halbleitern weisen
diese eine sehr viel geringere Temperaturabhingigkeit als die Ladungstrigerkonzentration auf.

Halbleiter mit Donatoren weisen einen Elektroneniiberschuss auf, Halbleiter mit Akzeptoren
einen Elektronenmangel. Bei hinreichender Storstellendotierung wird die elektrische Leitfahig-
keit des gestorten Halbleiters, bei Donator-Dotierung, durch Elektronen oder, bei Akzeptor-
Dotierung, durch Locher bestimmt. Die jeweilige elektrische Leitung wird als n-Leitung oder
p-Leitung bezeichnet.
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Notation und Konstanten

Botzmann-Konstante, &k = 1,38 - 10723 J K !
Plancksche Konstante i = (6, 62620 & 5) - 10734 Js

elektrische Feldstirke

Verschiebungsdichte

magnetische Feldstirke

magnetische Flussdichte

Dielektrizitédtskonstante

€o: elektrische Feldkonstante, Influenzkonstante; ¢, = 8, 8542 - 10~12CV " tm~!

w:  Permeabilitit

to: magnetische Feldkonstante, Induktionskonstante; jig = 1, 2566 - 107V sA 1m ™!

" mmom T
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